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Introduction

Le travail présenté ici a pour sujet central I’étude du comportement des sommes

d’exponentielles du type

3" f(n)e(né)

n<z
ou f est une fonction arithmétique multiplicative. Un des nombreux intéréts de
ces sommes réside dans le fait qu’elles refletent les interactions entre ’ordre additif
sur les entiers naturels (induit par ’ordre sur Z engendré par I’addition) et l’ordre
multiplicatif (qui correspond & lordre lexicographique sur la suite des exposants
dans la décomposition en facteurs premiers). De nombreux problemes de théorie des
nombres proviennent de ce «conflit» entre ces deux ordres: la question des nombres
premiers jumeaux et la conjecture de Goldbach n’en sont que les exemples les plus
célebres.

Deux types de problemes seront abordés. D’une part, on s’attachera a décrire le
comportement des sommes d’exponentielles lorsque 6 désigne un nombre irrationnel,
et a obtenir des renseignements sur la classe des fonctions multiplicatives f pour
lesquelles la somme d’exponentielles mise en jeu vérifie pour de telles valeurs de 6:

> Fmemd) =o( Y- 1m).

D’autre part, on étudiera les mémes sommes dans la situation ou # est un nombre
rationnel. Dans ce cas, on obtiendra en général un terme principal «lisse» et un terme
d’erreur, que 'on s’efforcera d’écrire sous la forme la plus explicite, afin de pouvoir
décrire le plus précisément son comportement asymptotique. Dans cette derniere
perspective, on trouvera notamment pour les fonctions diviseurs généralisées une
description du terme d’erreur sous la forme d’une série oscillante semi-convergente:
on obtiendra ainsi des formules analogues a celle que Voronoi avait prouvée pour la
fonction «nombre de diviseurs» ordinaire.

Le présent mémoire s’organise en trois grandes parties: la premiere — que 1’on
trouvera exposée dans le premier chapitre — concerne I’étude de sommes d’exponen-
tielles dans le cas d’une fonction f multiplicative a valeurs dans le disque unité, et
qui ne «charge» que les entiers dans grand facteur premier. La deuxiéme — dans le
chapitre 2 — a pour objet une généralisation du théoreme de Daboussi a une classe
de fonctions comprenant notamment les fonctions diviseurs généralisées. Enfin, dans
la troisieme partie - développée dans les chapitres 3 et 4 — on obtiendra des formules
de type Voronoi, ceci essentiellement pour la fonction 73, qui compte le nombre de
facons d’écrire un entiers comme produit de trois entiers.

La premiére partie tire son origine d’une question de Jean-Louis Mauclaire, qui
avait conjecturé que pour tout € irrationnel,

+oo
> e(ze) = o(logy),

n=1

P(n)<y




et lavait établi pour presque tout 8. Ce probleme a été résolu par Etienne Fouvry
et Gérald Tenenbaum, qui ont montré le résultat plus fort suivant:

+oo
lim ; e(ZO) = log (1%6(0)) + m(h),

Yy——+00
P(n)<y

ott m(#) est une fonction traduisant un phénomene inattendu: elle est nulle seule-
ment lorsque @ est irrationnel ou lorsque # est un rationnel dont le dénominateur
possede au moins deux facteurs premiers distincts.

On s’intéressera au probleme plus général du comportement de la somme:

+oo
Loy g

logy <~ n

P(n)<y

dans le cas ou f est multiplicative, & valeurs dans le disque unité. En utilisant
un critere de Haldsz faisant intervenir les caracteres de Dirichlet, on donnera des
conditions suffisantes pour que la limite soit nulle quand y tend vers l'infini. Le cas
ou f est irrationnel sera traité comme une conséquence du théoreme de Daboussi.
Dans le cas ou 6 est rationnel, on obtiendra explicitement la limite de la somme,
en utilisant une méthode due & Hubert Delange. A titre d’exemple, on verra que
cette limite est toujours nulle lorsque f est la fonction de Mdbius. On s’intéressera
ensuite & la série

+oo
Z e(nf) f(n)

n=1

P(n)<y

elle-méme, dans le cas particulier ou f = 1 ou f = u. En s’appuyant sur les pro-
priétés des fonctions L de Dirichlet, on retrouvera de maniere élémentaire le résultat
de Fouvry et Tenenbaum, ainsi qu’un résultat similaire pour la fonction de Mobius.

La deuxieme partie de cette these vise a obtenir une généralisation du théoreme
de Daboussi, selon lequel toute fonction f multiplicative et & valeurs dans le disque
unité vérifie pour 6 irrationnel:

S Fn)e(n6) = ofa)

n<x

lorsque z tend vers l'infini. On cherchera ainsi & décrire plus précisément la classe
D des fonctions multiplicatives pour lesquelles on a, pour tout € irrationnel:

> f)ed) =o( Y £(m)).

n<z n<z

On sait d’apres S. Chowla que la fonction «nombre de diviseurs» appartient a D.
C’est également vrai des fonctions y* (ot Q(n) désigne le nombre de facteurs pre-
miers de n, comptés avec multiplicité) lorsque 0 < y < 2, comme 'ont montré
Dupain, Hall et Tenenbaum.

A partir du théoreme de Montgomery et Vaughan — qui donne une version
explicite du théoréme de Daboussi — et d’une analyse de Fourier de la maniere dont
0 est approché par les rationnels, on montrera de maniere générale que la classe D
est «stable» par convolution par des fonctions dont le comportement sur les nombres
premiers est proche de celui de la fonction 1. Grace a cet outil, on obtiendra une
description d’une sous-classe de D, qui contient les fonctions y* et d, pour y > 0,
et ¥ pour 0 < y < 2. Enfin on montrera que la fonction 2% n’est pas dans D, ce
qui confirme la nécessité de la restriction 0 < y < 2 mentionnée précédemment.



Apres s’étre restreint au cas ou 6 est irrationnel, on se consacrera dans la
troisieme partie exclusivement au cas ou # est rationnel. On s’intéressera plus par-
ticulierement au cas de la fonction 73, pour laquelle on cherchera a obtenir une
formule dite «de Voronoi», qui généralise la célebre formule sommatoire de Poisson.
Ce type d’approche a été utilisé par Matti Jutila, qui a obtenu une telle formule
pour les sommes d’exponentielles liées a la fonction 75, ce qui lui a permis — entre
autres — de redémontrer la majoration suivante:

18 4 .
/ 4(5 + zt)‘ dt <. T+,
T

qu’Iwaniec avait prouvée en utilisant des résultats de Kuznetsov sur les moyennes
de sommes de Kloosterman. Afin d’obtenir des résultats analogues pour d’autres
types de séries de Dirichlet, il est naturel d’essayer de généraliser la formule de
sommation aux fonctions 7; pour [ > 3.

On commencera par obtenir dans le troisiéme chapitre une version «tronquée»
de la formule de Voronoi pour la somme

D) = ().

n<z

qui généralise un résultat de F.V. Atkinson (qui traite le cas ot k = 1). L’écriture
de la série de Dirichlet associée en termes de fonctions zéta de Hurwitz permet
d’obtenir une équation fonctionnelle ou apparaissent des sommes analogues a celles
de Kloosterman. Les résultats de Weil permettent alors de majorer ces sommes.
L’utilisation de la formule de Perron fait intervenir des transformées de fonctions
de Bessel, qu’on estimera a ’aide d’une méthode de type «phase stationnaires.

Le dernier chapitre a pour objectif d’obtenir une version compléte de la formule
de Voronoi pour la somme D(z,%). En utilisant une somme «duale», pour laquelle
on dispose également d’une formule de Voronoi, on verra que la méthode donne le
résultat voulu, & condition toutefois d’ajouter un poids (z — n)® dans la somme, ou
€ est aussi petit que ’on veut. On montrera ensuite, en utilisant la méthode de Van
der Corput, que I'on peut majorer le terme d’erreur de D(x,%) par PR % pour
k assez petit. Lorsque k < x%, cette majoration est meilleure que celle que 1’on
peut tirer de l'utilisation du théoreme classique de Montgomery sur les moyennes
de puissance quatriemes de fonctions L de Dirichlet.

Enfin, on s’intéressera aux conséquences de I’étude de D(x,%) sur le probleme
de 73(n) dans les progressions arithmétiques. L’idée d’utiliser les caracteres additifs
dans un tel contexte — au lieu des caracteres multiplicatifs habituellement employés
—est due & R.A. Smith. Elle permet de ramener le probléme & une majoration directe
de sommes de Kloosterman, au lieu d’une majoration de caracteres de Dirichlet dans
des petits intervalles, qui nécessite de faire appel aux estimations de Burgess.

Dans cette direction, on montrera une formule de Voronoi complete pour la

somme
Z T3 (n)7

n<a
n=a mod q

ou a et ¢ sont deux entiers premiers entre eux, et on retrouvera le fait — connu
depuis Selberg et redémontré ensuite par Smith — que le développement asymp-
totique «naturel» est valable uniformément pour k& < 227¢. Ce dernier résultat
repose également sur les travaux de Deligne, qui permettent d’obtenir de bonnes
majorations pour les sommes de Kloosterman généralisées.
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Chapitre 1

Sommes d’exponentielles a
coefficients multiplicatifs et
entiers sans grand facteur
premier

a paraitre dans la revue
Acta Mathematica Hungarica
1995, numéro 1-2

1. Introduction

En utilisant des résultats sur la répartition dans les progressions arithmétiques
des entiers ayant de petits facteurs premiers, E. Fouvry et G. Tenenbaum ([3]) ont
montré le résultat suivant:

Théoréme A. (Fouvry, Tenenbaum)

A gpg—a -
Soit 0 €]0,1[. Posons m(#) := { ol Si0=g avec (@) =1
sife R\ Q
Alors on a:
+oo
) e(nb)
1 =1 1
Jme 2 = og(1— 6(9)) +m(6) (1)
P(n)<y

ou P(n) désigne le plus grand facteur premier de n (avec la convention P(1) = 1).
Cela répond a une question posée par Mauclaire, qui avait conjecturé que:

V6 €101, lim — io cmb) _ 2)
’ ’y—y—ir-loo logy n o

n=1
P(n)<y

et ’avait établi pour presque tout 6 (cf [6], page 36).
Nous allons nous intéresser plus généralement au comportement quand y tend
vers +o0o de
+oo
1 e(nb)
— n
o7 Z —[(n)

P(n)<y

11



lorsque f est une fonction multiplicative & valeurs dans le disque unité.
Dans le cas ou 8 est irrationnel, on obtient le résultat suivant:
Théoréme 1. Soit § € R\ Q et f multiplicative ¢ valeurs dans le disque unité.
+o0o
. : 1 e(nd) —
Alors: yll}rfoo Toe 7 ;::1 —f(n) =0.
P(n)<y

Pour 6 rationnel on obtient deux types de résultats selon le comportement des

séries > %ﬂm, ou x désigne un caractére de Dirichlet. C’est Haldsz qui le
14

premier a mis en évidence cette distinction (cf [4] ou [2]).

Théoréme 2. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.
Soit 6 = ¢ avec (a,q) = 1.

On suppose: Vx mod q, > M - 1o,

P
Alors: li = emo) —
ors:  Im ooy ;::1 —f(n) =0.

P(n)<y
Théoréme 3. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.
Soit 0 = 2 avec (a,q9) = 1.
q
On suppose: Ix mod q, > l_mfpw < +00.

p
Soit x* mod m* le caractére primitif équivalent a x.

+o0
Alors on a: @ > E(anf(n) = e"x*(a)K(q) exp(iA(y)) + o(1),
P(nn=)15y
avec A(y) := >, —gm"*;p)f(p)
p<y
et K(q):=7(x") X {mulmo)x* (2 I pr))exp(=i 3 23mx*(p)f(p))

m*|m|q plL Al

Or, pour une fonction multiplicative & valeurs dans le disque unité, une condition
suffisante pour avoir Vy, > Mﬂ = 400 est (cf par exemple [2]):
P

1
p#£1, Z — = o(loglog z).
p<z p
f(p)#p
On obtient ainsi comme conséquence des théorémes 1 et 2:
Corollaire 1. Soit f une fonction multiplicative o valeurs dans le disque unité.
On suppose que Ip #1, > 11—) = o(loglog )

p<z
F(p)#p
1 t=® e(nd
Alors V8 € R, Ulggo o5y ; = f(n)=0.
P(n)<y

On peut appliquer ceci aux fonctions de Mo6bius et de Liouville:

+oo
Corollaire 2. Pour tout 6§ € R, on a: yl'l)n;o loéy nz_:l e("T"),u(n) =0
P(n)<y
+oo
. e(nb _
et lim i 50 “GEA(m) = 0.
P(n)<y

12



Lorsque f est réelle et vérifie %@ < 400, on obtient, en appliquant le

P
théoreme 3 avec y =1, m* =1, A=0:

Corollaire 3. Soit f une fonction multiplicative & valeurs dans [—1,1].
Soit 6 = ¢, avec (a,q) = 1. On suppose Xp: 1—£(p) < +00

+oo
Alors: = Y. 280 f(n) = ' K(q) +0o(1) (y— +00),

n=1

P(n)<y
vp (L) +oo »
e ()= ¥ 120 [ L2 [0 - ) § 00,
mlq plm P phm r=vp(L)
plL "

m

On peut appliquer ce résultat par exemple aux fonctions f(n) = 1, ce qui (avec
le théoréme 1) redonne (2) (K (q) est nul dans ce cas), f(n) = @ ou f(n) = p2(n).
On note id et n les fonctions multiplicatives définies respectivement par id(n) = n

et n(n) = { (1) Zinrf)n: 1 (n est I’élément neutre pour la convolution de Dirichlet).

Corollaire 4. Soit 0 = ¢, avec (a,q) = 1. Alors on a (y = +00):

T e(nh) ~
logy ,12—:1 n € n(q) +0(1)7
P(n)<y
“+o00
1 (nf) ¢(n) _ 6e"p(q) 1y—
By 2w om = ety L+ )T+ o(),
P(n)<y pla
+oo
9 v _
my % L2m) = ST+ Y 2 + o).
Pty pla mlq
PREUVE:
P -1 K(q) = S um) —vp(E) TT(1 = 1)—L 1
our f =1, 0na K(q) mo 1l P M=) ===
mlq plLplm ptm pom v
f— N(r:)n) H p_vP(m)
m|q plE
=2 > u(m) =n(q)
mlq
— Pour f(n) = @, on a
(L 1-2
K=y M Ta-Ly = [[a-4 ¥ —
m|q plL ptm r=vy (L)
plm PI;?;
1 +00 1—1
x [1 (1—5)(1—1— > -
ptm r=1
ptiL
— Yy um 1-1 —vp(5%) 1-— L
mlg pll_[i( p)z)ll_[ip ' Pl'f_'["( )
™ ™ Pt
avee TT (1= &) =101 - ) [T(1 = 1) [T+ 1) = =4 [(1+ 1),
ptm p pla pla plg
rtoh
a
Donc K(q) = | ”S;n) d)(%*") %ﬂ?(q) [1(1+ 11))_1
m|q

13



— Pour f = p?, seuls les m tels que - est sans facteur carré interviennent dans

K(q).
En effet, si on suppose p2|%, suivant que p|m ou p{m, la contribution de m

+oo »
dans K(g) contient le facteur f(p’»(w)) ou le facteur 3 %, qui sont
r=vp(%)

tous les deux nuls.

Done K(q) = 2u<>jgmnprlnuf§ﬁ11u_#>

i ﬂg i
—2u<>,?7ﬁwnn LI+ 1)
mlq p|i " bl
avec 1- Ly =2 m_
=3 =""50
plZ
%M@:%Q() z%ﬁ%w
plq

En fait, en utilisant les propriétés elementalres des fonctions L, on peut retrouver
(1) dans le cas rationnel, avec en outre une indication de la vitesse de convergence:

Théoréme 4. Soit § = % avec (a,q) =1 et ¢ > 1. Soite >0 et K > 0.

Dans le domaine q%“ logq < Klogy, on a uniformément:

o e(nf) 1 Ag) qloggq
D n _IOg(l—e(O)) 50 +OK’E< logy )

n=1

P(n)<y

De méme on obtient pour p un résultat plus précis que celui du corollaire 2:

Théoréme 5. Soit § = ¢ avec (a,q) =1 et ¢ > 1. Soite >0 et K > 0.

Dans le domaine q%"‘s logqg < Klogy, on a uniformément:

= e(nb) 1 ab x(b) qlogq
Z T,u(n) ~ 9(q) Ze(?) Ny L(1,x) + OK’E( logy )

n=1 —
P(n)<y b=1

Comme me ’a signalé G. Tenenbaum ([8]), la méthode utilisée dans [3] permet
d’obtenir un terme d’erreur en O (]~V8T) uniformément pour y > exp (¢2+¢), ce
qui est beaucoup plus précis que le résultat obtenu dans le théoreme 4.

2. Le cas ou 0 est irrationnel

On utilise le théoreéme suivant (cf [1]), di & H.Daboussi (Montgomery et Vaughan
en ont donné ensuite une version effective dans [7]):

Théoréme B. (Daboussi) Soit § € R\ Q. Alors on a, uniformément pour
g multiplicative a valeurs dans le disque unité:

Y. g(n)e(nf) = o(z)  (z — +00)

n<z

On aura besoin également de la majoration classique suivante, dont on peut
trouver la démonstration par exemple dans [9] (théoréme 1, page 396). Elle repose
sur la méthode de Rankin (cf [5], lemme 4.1, page 131).

— 1
Lemme 1. ¢(z,y) := n;z 1<K zexp ( - %)

P(n)<y

14



DEMONSTRATION DU THEOREME 1 :
— En sommant par parties, on obtient:
N
9 ,
> fmy =% ¥ fmemd) + [ B X f(n)e(nd),

PW(LnS )]\SI y PT(LnS )I; y ! PFTT) ES y

Or, d’apres le lemme 1, on a:
log N

| Fmend)| < v(Ng) < Nexp(— K55 = o(N),

P(m)<y

et & Y f(n)e(nb) < Lexp(—5EL).

P?ns)zy
X o) My

Donc > ==f(n)= [ & ¥ f(n)e(nd).

Pins RS e
— Posons pour y > 2, f,(n) = {f(n) si P(n) <y
0 sinon

fy est encore multiplicative a valeurs dans le disque unité.
Soit € > 0. Le lemme 1 fournit une constante A > 0 telle que

Vo >2,Vy > 2, ¢(x,y) < Ax eXp(_Ql?ogzy)‘

Prenons &' > 0 assez petit pour avoir 2('A + ¢'log &) < e.
D’apres le théoreme B, Jug(e'), Vo > zo, Vy > 2, |2 3 fy(n)e(nf)] < €'

+00 v +oo
> Ll fmn) = f Y fy(memb) + [ % 3 fy(n)e(nd).
P(nn=)1§y n<z yk n<z
+Ood:v dx +oo log x
*|fw_22fy()("9|<f Lp(zy) <A [ Lexp(- Tozy)
yk n<z yk yk
+o0 “ %
< Alogy [ e 2zdu=2Ae 2 logy.
k
y* y*
S5 2 fmemd) < [ E3 T funend)]
1 n<z 1 n<z
< k,
f de 4 fe’d“” <logzo + €'klogy.
1 e e( né') -k log 2o
— Donc |5 nz=:1 f(n)| < ke' +24e7 = + gy "
P(n)<y

On prend k = 2log El—,, ce qui donne:

+o0 1
9
ok ) f(n)| < 2(Ae’ + €' log =) +ipEL
P(n)<y —
1>
+o0 P)
Donc Jyg, Yy > yo, |@ > %f(nﬂ < g, d’ot le théoréme.
n=1
P(n)<y

3. Le cas ou A est rationnel

On suppose dorénavant § = ¢, avec (a,q) = 1. La premiére étape consiste & se
ramener aux caracteres de Dirichlet:

+oo
Lemme 2. Poury >q, ona Y, e(na fn)=> Z e(%YHy, o (y), avec:
i mlq
P(n)<y (c, m) 1

(i) si 3p, p|L, pfm tel que¥r >0, f(pr+or(w)) =0, alors Hy, o(y) = 0,

15



a — o o
(i) sinonVy > 0, Hp, (y) = 1m0 > x(e)x(9) kZ_Il M%MH,

(m) %50
x mod m Ploy
ot 6 = [] p*, a, =min{r >0, f(p"t»(x)) £ 0},
I
im
et i est la fonction multiplicative définie par
. P , p
fpUrGmterthy g
fm(p’)={ for &y, SPlm et ptm
f@h sinon
PREUVE:
q q
0 k k(b,
- X m=e) ¥ =y  IE
n<a b=1 k<= b=1 k< (l:q)
P(m)<y woshISy Py
kE(b,q)m'Od(_b,qa
car y > gq.
g .
Posons m := g et ci= ( ’q) On obtient:
6 FGEk)
Y e =y 3 o) » L
n<e k< me m
P(n)<y ml (e, m) 1 P(_k)%y

k=c mod m

F(Lk 7

or y EHo s pans [ 8T f(Lk)
k<'m’m k< me 1 k<t
P <y P <y P(K)<y

k=c mod m k=c mod m

avec | ;; FOEE)| < a(ty) < texp(—;%gt—y), ce qui donne la convergence

absolue de la série pour y > 2.

T e(nb)
Donc >, =5=fn)=3 > e(§)Hme(y),
Pty e i

avec Hpyo(y) =2t -

P(k)<y

k=c mod m

— Posons 61 := [] pr () et 6y := I1 por(m
Pl Pl
plm ptm

Onak=cmodm= (ksm)=1= (k,01) = 1= (02k,01) =1
= f(Lk) = f(61)f(02k).
Qo Hpoly) = 2f(61) >, L0

k
k=1
P(k)<y

— Supposons d’abord qu’il existe p|ds tel que Vr > 0, f(p"ter(a)) = 0.
Alors Vk > 1, f(02k) = 0, car vy (d2k) > v,(L).
Donc Hp,.(y) = 0.
— Dans le cas contraire, § est bien défini.
Sid ’( k, alors il existe p|o tel que vy (k) < vp(8), Aol vy (d2k) = vp(d2)+v,(k) <
vp(L) + ap. La minimalité de oy, donne alors f(d2k) = 0.
On peut donc se limiter aux & qui sont multiples de 4, ce qui donne:

X f(sak)
Himely) = 2f(61) > 55, carpoury > dona POk) <y &
w2y

P(k) <y,
= 2f(61) Z Hoadl) s 5 X()x(0k)
X m m

P(k)<y



+o0
[ d20k)x(k
=gttt X x(x@) 3 Hen,
x mod m P(kk_)lgy

Or on a: Vk € N*, f(620k) = f(820) fm (E).
En offet f(d20p") = f(525)J§c((§r(5))= f(626) fm (p") s Pt
F020) (") = 7 L8 f o207 = ((5207) i pld
Done Holy) = sy L0ME0 & XE0) F s,
x mod m P(;Sy
ce qui termine la démonstration, car (d1,026) = 1.

1- %efpp)X( p) = 400.

a) On suppose Yy mod ¢, Z

La démonstration du théoreme 2 utilise le résultat suivant, qui résulte imédiatement
de log(1+ z) = 2 + O(|z]*) (cf par exemple [2]):

Lemme 3. Soit (up)n>1 €t (vn)n>1 deuz suites de nombres complezes telles que

+o00 +o00
S Junl? < +oo et Y |up — vn] < +o0.
n=1

n=1

+o0
Alors le produit infint T (1 + up)e " est absolument convergent.
n=1

DEMONSTRATION DU THEOREME 2 :
— D’apres le lemme 2, il suffit de montrer que:
Vmlq, Ve, 1 < c<m, (e;m) =1, He (y) = o(logy) (y — +00).
On peut se placer dans le cas (ii), 'autre cas étant évident. On est donc ramené

“+oo
a montrer que: Vxy mod m, Y M%MQ =o(logy) (y — +00).

k=1
P(k)<y
—+0o0
fm (B)x(k) _ gxfngp )
Or > A ];[ ZO
plyv=

P(k)<y
HZMP—Z 11 ZKX—fM"—l (y > &),

p<ds v= 62<p<y1/ 0

Donc il suffit de montrer que [] Z Xf GD?) o(logy) (y — +00).
do<p<yv=

— On peut écrire:

1 a-5 11 z<xf><” I exp(=822) = I (1+upe,

J2<p<y do<p<y v= d2<p<y d2<p<y
_ (xHp-1 aHED) =Y _ (xHp -1
avec up = S E— + ;::2 > et vy = AR
+o0 v QusS
Or lu, — v | = &) )—(fo)(p 2 _ 2
| /4 I)| |1/2::2 p | = 2::2 p(p—l)’

donc Y |up, — vp| < +00.
p

+o0 v v
Par ailleurs |Up|2 < 2|(Xf)§)17)—1 |2+2| VX_:Q & )—p(VXf)(P D) |2 < z%(l+ (p—11)2)7

ce qui donne 3 |u,|? < +o0.
p
Donc d’apres le lemme 3, le produit infini [] (1 + u,)e™ est absolument

p>d2
convergent.

Par conséquent:

17



b)

T st_fxp_z|_| [I Qtwle|| IT A=07M I e

d2<p<yr=0 d2<p<y d2<p<y d2<o<y
Lexp(— Y M) logy
d02<p<y
or Y % tend vers +oo par hypothese.
d2<p<y

Donc ] Z gx—fﬁp— =o(logy) (y — +o0), ce qui termine la démonstration.
do<p<yv=0

On suppose Jx mod ¢, Y %W < +o0.
14

On note x* mod m* 'unique caractére primitif équivalent a y.

Lemme 4. Soit m|q, 1 < c < m tels que (¢,m) = 1.

(i) Sim* tm, alors Hy, (y) = o(logy) (y = +00).
(i) Si m*|m, alors quand y — +o0o on a:

+oo Py i
[T A-HHu(y) = L800@h) [T(-1) ¥ XD 441,

p<y I;E: r=vp (L)
ot 0y = [ pr() et 8y := [ prlw)
plL plL
plm pfm

PREUVE :

— On sait (cf [2]) que Z M { = Iz :in)(()n X

Donc le cas m* { m se démontre comme dans le théoréme 2.
— Supposons m*|m et ¥p|dy, Ir > 0, f(p"Ter()) # 0.
a5 —_— too
Vo2 0, TL(1 = DHnelw) = gy 7 5 XOx@) [T 3 =il
p<y

<
x mod m p<ly P(k)<y

3|

11 suffit de considérer le caractere x,, mod m qui est équivalent & x* (les autres
donnent une contribution en o(1) comme dans le théoreéme 2).
+o0o
m (k) Xm (k m (") fm (P
~Ona [J(1-}) Z Pl = [T (1= ) 3 dnlegeln

< <
Py P(k)<y Py

S5 [T- 5 5 X > )

P

— 8lm) M(1=1) 5 X em)
p){Sy P r=0
ptm

Etudions d’abord les facteurs pour lesquels p|d2. On a:

X0 fm (") 1 X () f(pvr 29ty

Vr >0, =
- P f(pvr(¥29)) P

c’est-a-dire:

X)) frn (") x*(p¥e(020))pup(820) yx (pun(020)+7) £ (pup (320)+7)
T - f(pvp(ézé)) pvp(ézé)—i-r .

Jio X ) fm(P7)  x*(por2))pre(320) X x (pr) f(pT)
. pr - f(pvp(ézé)) pr —.
r=

r=vp(620)

18



On peut remplacer la condition r > v,(d20) par r > v,(L), caron a f(p") =0
quand v, (L) <7 < v (L) + ap = vp(0206).
Comme § et 5 ont les mémes facteurs premiers, on trouve pour y > q(> d2):

1L &0 fn07) X (620)020 X
S D i gV Z

|62 pld2 r=vp (3%

P

Dans les autres facteurs (ceux pour lesquels p{ -Z), on a:
I z e
r=uvp (<

— Finalement on trouve, pour y > ¢:

+o0 oo
Im (B)xm (k) _ & 026)0520 () f(")
Mme-1%H s nlb) — 2lm) 37 (Bad)ds Ia-j) > g

Py Py Pim r=vs ()
d’oi:
[ 400
L8 TNk (5 X (020)620 (") f ("
1 (1= Hpo(y) = L8305 0xr () X802 T 1-1) 5 2Dy
p<y ey r=vp(3%)
o(1)
+oo w(or ”
— (%1) (chy) TI (1 _L) S X" (p )Tf(p)+0(1)
e N

et le résultat est encore vrai lorsque 3p, p|-L, p { m, tel que Vr > 0, FprtoeG)y =
0.

Pour simplifier ce résultat, on a besoin & nouveau du lemme 3. On obtient ainsi:

Lemme 5. Soit mlq, 1 < c < m tels que (¢,m) = 1. On suppose m*|m. Alors:

11 = 2)H () = T @B expliAm)) +o(1) (5 > +00)

p<y
avec A(y) = 30 M
p<y
et B = XL exp(—i Y LSmy (0)f(p)
PI’;LT*
1 w Fx* (") i oy *
[Ta-20 X o) exp(—3mx*(p)f(p)),
ptm r=vp (%)

le produit infini dans By, étant absolument convergent.

PREUVE:
— II suffit de montrer que le produit infini

H Z p(_i%me*(P))
ptm r=vp( q) 4

est bien convergent. En effet on aura alors, pour y > ¢:

+oo
1 (")
[Ma-5 X >

2ﬁs r=vp (L)
= [] exp(EmLZ®)y T (1 - Ly Jg:o DEWN y gy (— BmIX ()
pfSy p pfSy p r vp( q) p p



. S frt oo *(pr iSm iyt
= A0 [T exp(- B2 TT (1= D) 50 Do) exp(-Bfe) +

plm plm r=v, (%) !

o(1)}

dott [T (1~ 3)Hm,c(y) = x*(c) B exp(iA(y)) + o(1) d’apres le lemme 4.
p<y

‘ N .
— Si on pose u, = (1 — E)T_UZEQ ) J—ZXW” —letuv, = %%mfx*(p), le terme
AT

général du produit infini s’écrit (1 + up)e ». De plus pour p > L on a:
+o0 r (0 r—

upy =3 X (p )—p{x P71 ot Uy — vp = %efx L4 Z X fx @

r=1
d’otr |uy| < p%l et |up —vp| < %(1 — Refx*(p )) p(p_l)-

Donc Y Jup|* < +oo et Y |u, — v,| < 400, ce qui donne le résultat d’apres le
14 14
lemme 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3 : D’aprés les lemmes 2, 4 et 5, on a:

MO-2) % 0= % 5 () (@ Bnexplidl)+o(1)} +o(L)

p n
pgy P(n)<y m*|m|q (c m)—l
m a m
Or 5 sl = S elSXn(d = m(mm (@
(c,m)=1 (c,m)=1

1 1 e(nb) ok "
Donc [T(1-4) X f(n) =x"(a)K(q )GXP( A(y)) + o(1),

< p n=1 "
Py P(n)<y
avec K(q) = > 7(X*)u(ms)x* () Bm.
m*|m|q

ce qui termine la démonstration en reportant dans K (q) la valeur de B,, et

en utilisant la formule de Mertens: [] (1 — —) ~ 1(;;;, (y = +00).
p<y

4. Lecas f=1

a) Transformation de la somme

Posons E(z,y;6) = 3. e(nf). Dans la suite on prendra 6 = £, (a,q) = 1.

n<w
P(n)<y
q q
an ab ab
E@y)= Y e(—)=Y e—) > 1= > e=) Y 1
n<a q b=1 q n<a b=1 q k< (bz y
P(n)<y P()<y P((b,)<v e

n=b mod q

Si on suppose y > ¢, la condition P((b,q)) < y est toujours vérifiée, ce qui donne:

q

z,y; 0 Ze Z 1

b=1 k<
P(k)<y
—_b q
A T I ()

Posons m = ﬁ et ¢ = g q) On obtient alors:

=3 Y ¢ 2!

mlg =1 k< me
(e;m)=1 pi Ly

k=c mod m

’\I/\
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puis, en utilisant I'orthogonalité des caracteres:

2y 0) =Y 2 (=) > ¢ 2; X(e)x (k)

kgme
mlq (c, m) 1

Py
E(x,y;0) = Z Z ( Z ) > x(k)
m|q X mod m k< M
(el P(k)<y
1 _
E(zy;60) =) am) > r®@xla) Y x(k) 3)
ml|q x mod m k< me
P <y
+o0 0
Posons maintenant S(y,0) = ﬂZ—) Une sommation par parties donne:
P(nn=)1Sy
e(nf) 1 1 N dx
== e(nf) — - e(nd) + — e(nb)
y@zgzv n N n<N Y nZSy Yy $2 n<we
P(n)<y P(n)<y P(n)<y P(n)<y

c’est-a-dire:

e(nd) e(nf) 1 . 1 ‘ /N da ‘

P(n)<y P(n)<y

+oo
Comme |E(z,y;0)| < ¥(z,y) < :L'exp(—zlfg%), Iintégrale [ g—”ﬁE(x,y;Q) est abso-

y
lument convergente. On en déduit la convergence de la série S(y,0) et 'identité:

+00d

Swh) = e(Z—e) - 1E(y,y;9) +/ —E( Y3 0) (4)

n<y y v

nm A nm

Posons g(n) = {g( a ) o mln et P( q ) < Y. Une nouvelle sommation par
sinon

parties donne:

x(k) g g(n)
Y. = >
y< <N y<n<N
P(;cn)éy

m n<N my n<y z n<z
D IRICEETD SRCEETY A3 DR
 mN NX my X m 2 X

b mN k< Y y Kgme

Py P(k)<y P(k)<y

La majoration

k< me
P(k)<y
400, d’oui:
oo dy 1 m k
[ SRR SRR e 6
y ks me ykg"‘T q k>
P(k)<y P(k)<y
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En regroupant (3), (4) et (5), on obtient finalement, en séparant les caracteres
principaux des autres:

S(y.0) = e(ze) - 1E(y,y;9) +1(y) + J(y)

n<y 4
o W=4m L ™y )
mlq (m) y ’“Sm q k> DY
(k,m)=1 (P{czzl)):;
et 1 1 m x(k)
=Y 50 ¥ rox@(s ¥ w2 ¥ )
mlq x mod m y k< Y 1 k>l
X#X0 P(k)qu P(k)qSy

b) Contribution des caractéres principaux
On peut écrire I(y) = S; + S — S3 avec
Z i Z 1
k<—ﬂ
(k, m) 1

5= Lymm S5
PTqs g(m) &k
m| (kym)=1
Pk)<y
1 mu(m) 1
Sy = — -
’ qmzlq d(m) kszﬂzu k
(kym)=1

— On a tout d’abord:

Z“ZIZZ Z“ZZ Wy

mlq k< my zﬂ'fi m|q Ilm
1 mu(m u( 1 w(m my my
Si==-) —/——F ) ——=-» —= - 1=
q%%cb(m);l yz|:¢mz q LqJ
ce qui, compte tenu de > # = % et de [7# — [%¥]] < 1, donne pour
llm
q > 1
S1 K M
Y

on f(q) = ¥ 4 = (1% 2)(g).

mlq
— Ensuite, on peut écrire:

10-2) =t (- T (-

On peut supposer y > ¢, ce qui donne [] (1—3) =[] (1—3) = @ et,
Py p|m
plm

pour g > 1:
Sy =0
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La derniere somme a estimer est:

1 1 mu(m) 1 Z
=== = ull)
S B agelm Sx B4
(k,m)=1 4 tm
1
llm k< T k
Ik

d’ou, en posant k = Is:

nglzmu(m) () > §:T1+T2

o oM U
avec 1 ( ) (l)
mu(m I my
T = — —10 —_
! qmzlq B(m) ”Z,; 1%yl
1 mu(m) —~ p(l) 1 my
T = - A Z g™
2 q ;Iq o(m) P l (s<%J s & ql )
—_ ql

Deés que ¢ > 1, on a:

p(m pd), m 1 y mp(m) < p(l)
Z )IZTIOgT+7<IOg_)Z¢(m) e

q mlq llm

=0

Dans la somme, on peut se limiter aux m|g, ou ¢ = [] p (sinon pu(m) = 0).
plg
Donc:

m|§ ”m

Pl

1 mu(m
=52 ) 2o DN

l|m
ptl

M llzﬂ_gll llzﬂll_Jrzﬂl ( )2_2780145'2_2
m pﬁ lpfl pil lpﬁ

po(m)_ o

(p— l)m’
Z Z lo Z lo Z

m|q plm ;’T'ﬁ
1 plogp plog d
= S BB (Sutm - ) = - S BB
q—~ p-1 p
plq m|q plm
Comme 0 (%) est non nul si et seulement si ¢ est une puissance de p, on trouve:
A
)
#(q)
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Reste & estimer T5. On utilise 'estimation ) 1 = logu + v + O(L) ce qui

donne:

car d’apres le théoréme des accroissements finis, on a

L5 ]
| log| % | —log ™ | = —‘1—?’— avec 0 €] 72 ], 7]
On obtient ainsi, pour ¢ > 1

_émzlq Z/‘l( ql)):@(f(q)),

my
Finalement A( ) @
I(y) = 72+ o(1L)
)
c) Contribution des caractéres non principaux

On peut écrire J(y) = Ji(y) + J2(y), avec:

Z¢ > r@x(a) > x(k)

)« i b
_ x(k)
OETIPIRLICR I S
¢ x mod m k>J
X#X0 P(k)<y

— Pour tout caractere non principal modulo m, la somme » x(k) est bornée
k<u
par /mlogm, d’apres I'inégalité de Polya-Vinogradov. De plus |7(X)| < v/m.
Donc:
) K = Z\/_\/_logm<< olg )logq
mlq
ouno(q) =5 m.
mlq

— Pour majorer Js(y), il suffit d’estimer

> % = (taw- > %) ~(taw-TJ - M)_1)

k> k<Y p<y P
P(k)<y -~ ~
Ui(y) Ua(v)

Une sommation par parties donne immédiatement (y étant non principal):

+o0 1
D D SRIC R B DR

my my Yy my
k> k< P k< 5

ce qui, en utilisant & nouveau l'inégalité de Polya-Vinogradov, donne:

Ui(y) < logm.

q
Vmy
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Pour étudier Us(y), on remarque que:

log H ( ) - —log L(1 Z log(1

<y P>y
x(p) (p)
—ry §,< z “%

La deuxiéme somme donne une contribution en O(%)
Pour la premiere somme, on va démontrer le résultat suivant:
Lemme 6. Pour x caractére non principal modulo m, on a:

ZX 1 (\/mlogm_i_l).

logy |L(1,x)]

DEMONSTRATION : Une sommation par parties donne:

Zx _ ZX logp / du i Zx(p)logp

P>y log Y o< vy ullogu) p<u P

P>y

Oron a

ZX n)logn ZX ZX

n<y k<y <%
k<y
(ZX 10gp+210gp2 ) )\/_logm)
p<y p<y

ce qui donne, en tenant compte de ¢(y) < y et de L(1,x) # 0:

ZX logp L(X(Zw+o\/_logm)+o()'

n
p<y

Or, toujours d’apres 'inégalité de Polya-Vinogradov, on a:

Z X(n logn < /mlogm.
n<y

Le lemme est donc démontré.

En utilisant le lemme, on obtient:

Us(y) = L(l,x)(l —exp (log ] (1 - M)_l - logL(l,X)))

Py P
1 vm
=L(1 1- — (= +1 .
vt = 26120 (1= (0 (35 + 1))
Si on suppose /mlogm < |L(1,x)|logy, cela donne:
1 vm
Us(y) < +1) <K — logm + |L(1,
) < 100 o (g 1) < oy (Vimlogm + L))
Or, I'inégalité de Polya-Vinogradov montre que |L(1,x)| < y/mlogm. Donc:
\/ logm
ogy
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En regroupant tous les résultats de ce paragraphe, on obtient finalement:

] 5(q)1 ]
o(q)logq N 02(q)logq < 1logq

J(y) K€
) y qlogy logy
a condition de supposer que:
Vm|q, Vx mod m, /mlogm < |L(1,x)|logy (6)

d) Conclusion

S(6) = elnd) _ 1E(y,y;e) +1(y) + J(y)

n<y K y

avec I(y) = 22 + O(LL) et J(y) = O(4L£L). De plus:
e(nf) 1 e(nb)
—log = Z )

= (1 — (9)) =
1 oo dg q

=—= e(nh) - x—QZe(ne) =0(%)

Yy n<y Y n<z Yy

et, de méme:

1 1
JEwwi8) = 3 eln) = O().

n<y

On trouve finalement, sous les conditions (6):

- 1 A(q) qlogg
S(y.0) _log<1—e(9)> + 50 gy

Reste a vérifier que les hypothéses du théoréeme 4 impliquent bien les conditions
(6). 1
On suppose g2 logq < K logy (avec K > 0 et ¢ > 0). Soit ¢ > 1, m|q, x mod m,

X # Xo-
D’apres la minoration (non effective) de L(1,x) due & Siegel, on a:

|L(1,x)| > C(e)m™ > C(e)qg~° > C(e) v/qlogq > C(e) \/mlogm‘

K logy — K logy
Les conditions (6) sont donc vérifiées.
5. Lecas f=pu
Sion pose E,(z,y;0) = > p(n)e(nh), on trouve comme précédemment:
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pour y < g. Comme p ne charge que les nombres sans facteur carré, cela donne:

,y;0 Ze )l (5,) > k)

- _4_ - _b_ ient:
En posant m = oD et c= . On obtient:

Ty 0) =Y Z S k)

mlq (c, m) 1 -

< |

k=c mod m

(k,L)=1
soit, en utilisant "orthogonalité des caracteres:

;0 Zu i =0y ¢ Z; (k)

c=1 k< mm
m|q (c,m)=1

ce qui s’écrit, en notant y, le caractere principal modulo k:

Bueyif) = sosut) 30 o5 0 w0 Y Gaen®
mlq (c,‘:)1=1

On en déduit, comme dans le cas f = 1:

+o00 +o00
> = [ SEwwo)

n=1 n
P(n)<y
+o0
(4 _ (xx o p) (k)
—Z p(o) D TOx(a) Y
x mod m P(’°k=)1sy

Le méme calcul, sans la condition P(n) < y, donne:

= en m = < k
I LTOESS S TESED DIRTNOP B S

n=1 mlq x mod m k=1

avec, pour tout caractere y:

= (= 0 par convention si x est principal)

— Si x n’est pas principal, on a:

+o0 k +oo k
log’;(xuli( ) log 3 (xulz( ) =1ogH(1—%)))—logH (1_M)

- p
Pfk_)lﬁy P Py
=Sl (1- M)y 2
P>y P>y
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d’ot, en utilisant le lemme 6 comme dans le cas de f = 1:

3 E S E) o alos,
P k P k logy
P(<y
a condition de supposer (6).

— Si x modulo m est principal, la formule de Mertens donne immédiatement:

+§ W:H(l_%)=n(l—%)_lﬂ(l—l)=(9(10ﬁ)

1
p<y plm p<y p o8y

P(k)<y

Sous les hypotheses du théoreme 5, les conditions (6) sont & nouveau vérifiées et on
déduit de ce qui précede:

+o0 +oo
> ) = Y i + 0421

n=1 n=1
P(n)<y

ou bien, en utilisant une derniere fois I’orthogonalité des caracteres:
“+oo —
e(nf) 1 ab x(b) qlogq
—pn)=——>» e(— +0
2 T =gy 20 2 gyt O0g,)

P(n)<y
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Chapitre 2

Sommes d’exponentielles et
principe de ’hyperbole

a paraitre dans la revue
Acta Arithmetica

1. Introduction

— Beaucoup de problemes d’arithmétique sont liés & des questions d’indépendance
entre les structures multiplicative et additive des entiers. L’étude du compor-
tement asymptotique des sommes d’exponentielles de la forme

> Fne(nd), (7
n<z
ol f est une fonction multiplicative et e(nf) := exp(2imnf) est additive,

permet d’obtenir des renseignements intéressants sur cette «indépendances.
Il est alors naturel de se demander pour quel type de fonction multiplicative
f on a, pour tout irrationnel 6:

> Fend) =o( Y £(n)). (8)
n<z n<x
On notera D ’ensemble de ces fonctions et M ’ensemble des fonctions mul-
tiplicatives.

— Dans le cas des fonctions multiplicatives a valeurs dans le disque unité, on
dispose du résultat suivant, dit & H. Daboussi (cf [3], [4] ou [11] page 392):
Théoréme A. (Daboussi) Pour tout 6 irrationnel on a, uniformément pour
f multipli- cative a valeurs dans le disque unité:

Y f(n)e(nd) = ofx). 9)

n<z

Or on sait d’apres un théoréme de H. Delange ([6]) que si f est multiplicative
a valeurs dans le disque unité, elle admet une valeur moyenne non nulle si et

1—f(p)
) o ) ) - converge
seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées: < p

k> 1,f(25) # -1

On obtient ainsi une premiére classe de fonctions qui vérifient (8):

1—f(p)
p

{feM, |fI<1, Z converge, 3k > 1,f(2%) # -1} C D.

p
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Plus généralement, K.H. Indlekofer ([9]) a obtenu (9) en supposant seulement
que f est uniformément sommable.
Définition: Une fonction arithmétique f est dite uniformément sommable si

on a: 1
Jtim(sup > Fm)]) =0,

z>1 T
1£(m)1>y
On notera L£* l'ensemble des fonctions multiplicatives uniformément som-
mables.
Indlekofer a montré ([9]) que les fonctions de £* qui ont une valeur moyenne

([ ﬂﬂp_u converge
»
2
Z [f(p)—1] < 400
o P
1)< $
[f(p)]
non nulle sont caractérisées par les propriétés suivantes: Xp: p ST
1F(p)—-11> %
1£(p*)]
zpj kz>:2 o < +oo
L
Vp,l+ Y L0 20
\ k=1 P

On obtient ainsi une nouvelle classe de fonctions contenue dans D.

En utilisant le principe de ’hyperbole de Dirichlet, Chowla ([1]) a montré que
la fonction d (nombre de diviseurs) est aussi dans D:

Théoréme B. (Chowla) Pour tout 0 irrationnel, on a:

Z d(n)e(nf) = o(zlogx). (10)

n<z

En fait, Erdos ([8]) a montré qu’en général, on peut obtenir une majoration
bien meilleure:

Théoréme C. (Erdoés) Pour presque tout 8, on a:

Z d(n)e(nf) = O(y/zlogx).

n<x

Par ailleurs Y. Dupain, R.R. Hall et G. Tenenbaum ([7]) ont montré que les
fonctions y* sont dans la classe D lorsque 0 < y < 2 (ici Q(n) désigne le
nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité):

Théoréme D. (Dupain, Hall, Tenenbaum) Si 0 < y < 2, on a pour tout

6 drrationnel:
Z Yy Me(nh) = o( Z yQ(")). (11)

n<z n<z

Leur démonstration — de nature analytique — s’appuie entre autres sur une
estimation du type «Siegel-Walfisz» du comportement de y** dans les progres-
sions arithmétiques de raison «petite» .

Dans ce qui précede, les fonctions multiplicatives considérées sont a valeurs
réelles positives. Pour des fonctions f plus générales, seuls des résultats du
type (9) semblent accessibles.

Dans cette direction, H. Daboussi (cf [2]) a généralisé (11) de la fagon suivante:

Théoréme E. (Daboussi) Soit f une fonction complétement multiplicative
telle que
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pour tout nombre premier p on ait | f(p)| =y, avec 0 < y < 2.
Alors pour tout 0 irrationnel on a:

> Fmemd) = o D 1£(m)l).

n<z n<x

2. Résultats

— Le premier objectif de cet article est d’obtenir un résultat de stabilité de la
classe D par convolution. On montrera le résultat général suivant:

Théoréme 1. Soient f et h deux fonctions multiplicatives telles que:

2 k
() SHa=, y meshy Bl y e
P P P

’ Ih(p)I< § Ih(p)—1]> L p k>2
convergent. -
(H2) Vp, 1+ k; ME) 20
(F1) f >0
(F2) T f) = ol ¥ 1)
(F3) f €D.

Alors, si on pose g:= fxh, on a: g € D.
Dans la pratique, on utilisera souvent des hypotheses plus faibles:

Corollaire 1. Soient f et h deux fonctions multiplicatives telles que:

(H'1) |h|<1lety, %}p) converge.
p

(H2) 3k > 1, h(2F) £ —1.

(F1) f >0
(F2) % f(n) = olz ¥ L)y,
(F3) f € D. -

Alors, si on pose g :== f*h, on a: g € D.
En particulier, h = 1 convient, ce qui donne:

Corollaire 2. Soit f une fonction multiplicative telle que:

(F1) f >0.
(F2) 3 f(n) =olz 3 1)y

On suppose que: f € D.
Alors, si on pose g := fx1, onageD.

On sait (voir par exemple [11] page 340) que la condition (F2) est vérifiée des
qu’il existe des constantes A\; > 0 et 0 < Ay < 2 telles que:

Vp premier, Yk > 1, 0 < f(p¥) < A AE—L.

— Considérons les fonctions diviseurs généralisées d; (I € N*), ou d;(n) est le
nombre de manieres de décomposer n en produit de ! entiers non nuls.

En remarquant que

Z di(n) ~ ﬁw(logfﬂ)l_l

n<z
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et

" Z dlfln) ~ (l _:l]-)'x(logx)l7

n<z

on constate que f = d; entre dans le champ d’application du corollaire 2. On
voit donc que si d; est dans D, alors d;1q aussi. Comme d; est évidemment
dans D, on en déduit:

Corollaire 3. Pour tout ] € N* et tout 8 irrationnel, on a:

Z di(n)e(nd) = 0( Z dy (n)) = o(z(log :L')l_l).

n<z n<z

Remarquons que cette assertion peut également se déduire des résultats de
[7]. En effet, la méthode employée par Dupain, Hall et Tenenbaum dans cet
article pour établir (11) fonctionne sans changement (cf la remarque page 406)
dans le cas de w(n) et fournit:

Z y“Me(nh) = o(z(logz)?™") (0 eR\Q, y>0).

n<x

Si on considere la fonction d,, définie par:

= ((s)" (Re s > 1),

on peut écrire d,, = y“ * h, avec:

+oo

h

Zl (m)] < +o0,
m=1 m

ce qui permet de conclure que d,, est dans D pour tout y > 0.

L’intérét est ici d’avoir obtenu le corollaire 3 par des moyens élémentaires,
sans faire appel a des estimations du type «Siegel-Walfisz».

En combinant le théoreme E — dont la démonstration utilise (11) —, et le
principe mis en évidence de stabilité de la classe D, on montrera ensuite le
résultat suivant:

Théoréeme 2. Soity > 0. On suppose que f, multiplicative, vérifie les condi-
tions:

i) |f(p)| <y pour tout nombre premier p,
) < tout b )
+o0 v
(ii) La série > > Jﬂp%ﬂ(logp”)m‘w(l_y’o) converge.
p v=2

Alors pour tout 0 irrationnel, on a:

Z f(n)e(nd) = o(z(logz)¥ ).

n<z

On voit facilement que ce résultat contient les théorémes A, B, D, E et le
corollaire 3, ainsi que le fait que y“ et d, sont dans D pour y > 0.

Dans le cas ou 0 < y < 2, le théoréme 2 découle assez facilement du théoreme
E, par un argument de convolution. Un examen attentif de la démonstration
dans [2] montre que la preuve du théoréme E — en son état actuel — n’est
transposable & la situation d’une fonction multiplicative générale satisfaisant
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les conditions (i) et (ii) que lorsque 0 < y < 2. En effet le résultat provient,
en dernier ressort, du fait que la quantité

I1(-5)"(+%)

p<T p

tend vers 0 quand T tend vers +00, ce qui n’est vrai que pour y < 2.

C’est pourquoi dans le cas général, on emploiera une méthode analogue a celle
de la démonstration du théoreme 1, reposant sur la stabilité par convolution
du comportement des sommes d’exponentielles mises en jeu.

— Le théoréme 2 ne donne un renseignement non trivial que si

> y — Ilj”(p)l < too.

Sous cette hypothese supplémentaire, le résultat peut s’écrire de la facon sui-
vante:

Corollaire 4. Soity > 0. On suppose que f, multiplicative, vérifie les condi-
tions:

(i) |f(p)| <y pour tout nombre premier p,
+oo
i S L)l v\maz(1—y,0)
(it) La série 3 5 == (logp”) converge,

p v=2

iii) La série 3 =L@ conperge.
v q
P

Alors pour tout 0 irrationnel, on a:

> Fmemd) = o D 1£()]).

n<z n<x
— Par ailleurs, on ne peut pas supprimer la condition
+o0
|f (") _
DD logp ) < oo
p v=2

du corollaire 4. Ainsi, on montrera que la fonction multiplicative 29 — qui
vérifie les hypotheses (i) et (iii) pour y = 2 — n’appartient pas a la classe D:

Théoréme 3. Il existe un irrationnel 0 tel que l'on ait, quand x tend vers

+00:
> 22%e(nf) = (3 27).

n<z n<z

De méme on peut montrer que pour y > 2, ¢y n’est pas dans D. On constate
donc que la restriction 0 < y < 2 dans le théoreme D est inévitable.

Remerciements : Je tiens a remercier le referee anonyme pour des remarques qui ont permis de
simplifier certains points — notamment la démonstration du théoreme 2 dans
le cas 0 < y < 2 — et de clarifier la démonstration du théoréme 1.
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3. Démonstration du théoreme 1

Pour tout réel 6, et tout x > 1, on note:
G(z,0) = Z g(n)e(nb).

n<z

On pose G(z) := G(x,0), dont le comportement peut étre relié & celui de f de la
maniere suivante:

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme 1, on a:
< 3 O flm) (12)

PREUVE : D’apres Indlekofer ([9]), les hypotheses (H1) et (H2) montrent que h est
absolument sommable et vérifie, pour un certain A € C*:

Z h(n) ~ Az. (13)

Ensuite, en écrivant

e 3 Gy = 3 ) [ - 37 ),
m<a ,

puis en séparant en deux la somme, selon la position de m par rapport a %, on

obtient:

w3 LG < 3 st - 3 n0]+ (1 + X 1n0l) 3 s

m<x m< & <z I<K m<w
(14)

Un ¢ strictement positif étant donné, on peut d’apres (13) choisir K = K () pour

que la valeur absolue dans le premier terme soit majorée par ;=-. A cause de

2
I'hypothese (F2), le second terme de (14) est alors majoré par 5 3 f(Tml pour

m<x
x > xo(e), ce qui fournit le résultat attendu.

+oo
a) Casou ) %@<+oo
m=1

En écrivant la somme d’exponentielles sous la forme
= > f(m) Y n()
et en séparant en deux termes suivant la position de m par rapport a K, on obtient:
Gz o) < 2 )| 3 hemo)| + > s S p0I]. ()
m<K <z K<m<z <z

Du fait que h est uniformément sommable, on déduit facilement que le terme entre
crochets et majoré — a une constante pres — par = (cf [9]).

Si on fixe ¢ > 0, l’hypothése supplémentaire faite ici sur f permet de majorer le
second terme de (15) par ££, & condition de choisir K = K () assez grand.

36



Pour le premier terme, on a vu que h — étant uniformément sommable et de
valeur moyenne non nulle — appartient a la classe D. Tous les m@ étant irrationnels,
on en déduit que ’on peut majorer le premier terme par £ pour x > zg(g).

On obtient ainsi:

G(z.,0) = o(G(z))

car le lemme 1, joint & 'hypothese faite sur f, donne G(z) < «.

+o00
b) Casou Y, %m)=+oo
m=1

D’apres Indlekofer ([9]), le fait que h soit uniformément sommable et de valeur
moyenne non nulle permet d’en déduire une écriture plus pratique sous la forme
d’une convolution:

Lemme 2. Il existe des fonctions multiplicatives h et 1 et une constante A > 0
telles que:

- > [h(n)? < A%z
h = h 1, avec ZM<+ooet n<z
w p,|h(p)| < A

On notera, de maniére analogue a G(z,6):

Remarquons que 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne immédiatement:
H(z,0) < z.

Les propriétés de h permettent d’obtenir des renseignements intéressants sur son
comportement dans les sommes d’exponentielles (cf [10]):

Théoréme F. (Montgomery, Vaughan) Si |0 — | < % (a,g) =1et2<B<

q < %, alors:
H(z,0) < F +aB~ (logB)% (16)
En utilisant le lemme 2, on peut écrire:
~ (T
= > O fm)H (7= mb). (17)

Im<az

D’apres le lemme 1, il suffit de montrer que pour tout € > 0 et pour x > xo(e),
le membre de droite de (17) est

<<5x2@

La convergence de la série Z Iw Ol et 1a majoration H(z,0) < x permettent de

supposer | < L, ou L = L(¢) est choisi assez grand.

L’ hypothese
> sm =o(= 32 £02)
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permet également de restreindre la sommation de (17) au domaine Im < ﬁ(a) pour
toute constante fixée x1(¢).
11 reste donc & montrer que pour y > z2(g), on a:

Z Fom)H (Lmo) < ey Y % (18)

m<—Y—

—w1(€)

Or le résultat de Montgomery et Vaughan implique la propriété suivante:
Pour chaque € > 0, on a H(z,0) < ez dés que x > x4 (¢) et

wreee=U U [q aQ’ q+$]’

g<B 1<a<q
(a,q)=

avec B = 4 et Q = | & |. On peut prendre par exemple z;(g) = exp ().
On voit bien que la sous-somme de (18) correspondant & {mf} ¢ E(e) est
majorée par le membre de droite. Il suffit donc d’évaluer, pour y > z2(g):

{9m}€E(€)

Dans ce but, on majore la fonction indicatrice de E(g) par le polyndéme trigo-
nométrique:

OY ¥ (gant? )O3 LS 5 (1) s ork(0-2)

¢<B (1<a)<q qQ Sln q<B 1<a<q |k1<q@Q 1
a,q

ou C est une constante absolue.
On reporte dans (19), et on intervertit les sommations. Comme f est dans D,
on voit — par sommation d’Abel — que la contribution de chaque k # 0 est

o 3 1),

m<y

On obtient donc que (19) est
NS f(m
(e +o1 = om

ce qui fournit bien le résultat attendu.

4. Démonstration du corollaire 1

11 suffit de montrer que les hypotheses (H1) et (H2) de la proposition 2 sont
vérifiées.

— D’apres (H’2),
3k > 1, Re(h(2%)) > —1.

Donc
k +o0 -1

+oo
h(2
%62 ok > Q_k = —1.
k=1

k=1

De plus

ce qui donne (H2).
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— Pour prouver (H1), on utilise I'identité classique:
Yu € Clul <1=|u-1* < 2Re(1 —u).
En particulier
Vp, |h(p) = 1* < 2(1 - Reh(p)).
Or par hypothese

< +o00.

Z 1- ieh(p)

Donc " T
sl -1
> p

Soit x la fonction caractéristique des p tels que |h(p) — 1| > L.
On a:
< |h(p) = 11> < 2Re(1 - h(p)),

ce qui donne:
Vp, x(p)|h(p)| < 8(1 — Reh(p)).

Or

1 — Reh
> eh(p) +00,
» p
donc L L
3 |h(p)| =Zx(p)| @l
= p ~ p
Ih(p)=11> &
Enfin .
1 1
Zlh(i)l Sz_k: (p—1)
=0 et
d’ou .
h
Sy Pl
» k2 P

(H1) est donc vraie, ce qui termine la preuve du corollaire.

5. Démonstration du théoreme 2

a) Danslecas1<y<?2

Le résultat se déduit du théoreme E par convolution.
Soit g une fonction vérifiant les hypotheses du théoreme 2. On peut supposer

Z y—|g(p) < +o0,
" p

car sinon on a directement, pour tout 6:

G(8)l < D lg(n)| = o(z(log ) ).

n<z
Définissons une fonction f completement multiplicative de la maniere suivante:

— Si g(p) = rpetr, avec 0 < r, <y, on pose f(p) = ye'r.
p p
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~ Si g(p) = 0, on pose f(p) = ye'’r, avec 8, quelconque.

On peut écrire g = fxh, les séries entieres correspondantes vérifiant:
+o0 +o0 +o0
Vi 2l <1 D) = (X0 £ (X het)e),
rv=0 v=0 v=0
d’ou, puisque f est completement multiplicative:

+o0 +o0

> ") = (1—f(p)2) > g(@”)z".

v=0 v=0

Donc on a pour tout v > 1:

h(p”) = g(p”) — f(pg(”™").

En particulier, d’apres la définition de f, on a:

|h(p)| = lg(p) — fF(P) =y — |g(®)|-

On en déduit:

+—-
2
v>2 p v>2 p” p

i” Ihgi”)l _ Y- ng(p)IJrz lg(p”) — J;(f))g(p”‘l)l < U= Ig(p)l+z lg)| , 1
v=1

Par conséquent, comme on a supposé

Z Yy — |9(P)| < +00,
» p

on obtient, en utilisant également ’hypothese (ii):
h 14
Sy <o
p
p v>1
puis
+oo
h(m
S Pl
m
m=1
On peut donc écrire, pour tout K:

G(@h) =Y hm) D fDelmd)+ > h(m)Y_ f(l)e(im). (20)

m<K 1<z m>K l

s

Soit € > 0 fixé.

Dans le second terme, la somme intérieure est majorée par %(logx)y_l, car
|f| =y avec 0 < y < 2, si bien que le second terme est majoré par Sz(logz)¥ =,
a condition de choisir K = K (&) assez grand.

Dans le premier terme, pour chaque m < K, on peut appliquer le théoreme E &
la somme intérieure, ce qui donne & nouveau — en choisissant z > x¢(¢) — un terme
majoré par Sz(logz)?!.

Le théoreme 2 est ainsi démontré dans le cas ot 0 < y < 2.
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b) Danslecas 0<y<1

La démonstration précédente est presque identique. Dans le second terme de
(20), la somme intérieure est majorée par < (log %)y_l et la condition (ii) du
théoréme assure que pour K = K(¢g) assez grand et z > x4 (¢):

[h(m)] 2w\l _ € y—1
Z T(log;) Six(logx) .

K<m<z

c¢) Dans le cas général

En utilisant la méme méthode que dans la démonstration du théoreme 1, on va
montrer que si le théoreme 2 est vrai pour y — 1, alors il est également vrai pour y.
Ceci, joint a ce qui précede, montrera que le théoreme 2 est vrai pour tout y > 0.

— Soit donc g une fonction multiplicative vérifiant les hypotheses du théoreme
2 pour un certain y > 1. Définissons alors les fonctions multiplicatives f et h
de la facon suivante:

Si g(p) = yuy, avec |u,| < 1, on pose

k>0, { F*) = dy—1 (p*)ul

h(p*) = uy
On peut alors écrire g = fxhx1, avec, en ce qui concerne les séries entieres:
Ve, |2 < 1, Z o(p ! Z W(p
(I —upz)¥y= 11 —upz
Donc

+o0o
> )z = (1—up2) Z g(p
v=0

On obtient ainsi:
k

vk >0, v(p) = Y (—u)” (V) 90" ),

avec, comme y > 0:

‘(y)‘:‘y(y—l)...'(y—u+1)‘_ yly+1).. (—i—v—l)

En tenant compte du fait que 1(p) = 0, on trouve:

+00 k +00 k pE1 ky X 4(pr
p(p")] 1 v )y + dy(p") g(p”)|

s Bl zdugsz RAULUNES S 1Al S

k:2p v=0 p = P k>0

apres avoir changé v en k — v dans le second terme.

dy(pk) _ _1\7Y , . ~ N
Comme 3 “ti= = (1 p) est borné, on obtient finalement, grace a
k>0
Phypothese (ii):

H <,
p k=1
puis

+oo
Z |1 (m)] <4

Il en résulte qu’il suffit de montrer le résultat du théoreme pour fxh.
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Posons donc:

S(z,0) := Z (fxh)(n)e(nh).

On veut montrer que pour # irrationnel, on a:
S(z,0) = o(z(logz)¥~1).

Procédons comme dans la démons‘gration du théoréme 1. Comme h est de
module au plus 1, on peut prendre h = h dans le lemme 2. On écrit ainsi:

=Y fm ( ,m0) (21)

m<x

ou H est défini comme H. Comme on a:

Do Ifm) <Y dy-i(m) = o(z(log )’ ™),

m<zx m<zx

on peut restreindre la sommation de (21) au domaine m < 7.(5 bour toute
constante fixée x1(¢).
Il reste donc & montrer que, pour z > 3 (e):

Z f(m ( )<Ez(logz) -1 (22)

Ml ©

En définissant E(e) de la méme fagon que dans la preuve du théoreme 1,
on obtient de maniére analogue que la sous-somme de (22) correspondant
{m0} ¢ E(e) est majorée par le membre de droite.

Pour évaluer, pour z > z3(¢), la somme

> Uy -

m<=
{6m3}I€E(e)

on majore & nouveau la fonction indicatrice de E(e) par le polynéme trigo-
nométrique

Oy LY S (1= M) (ami(o- 2)).

q<B 1<a<q [k|<qQ

puis on reporte dans (23) et on intervertit les sommations.
Comme | f| vérifie les hypotheses du théoreme 2, que I’on a supposé vrai pour
y — 1, la contribution de chaque k& # 0 est, par sommation d’Abel:

0(z(logz)?™).
On obtient donc que (23) est
< (e+0(1))(logz)¥~,

ce qui termine la démonstration.
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6. Démonstration du corollaire 4

Ecrivons |f| = dy*1. Les séries entieres correspondant a ces fonctions multipli-
catives vérifient:

+00 too
Vz, [zl <1, Y If0) = (1=2)7 =D (")
v=0

v=0
On en déduit facilement, pour tout k entier:

k

v = >0 (1) 170",

v=0
d’olt:
k
Z PRI
En tenant compte de la relation ¢ (p) = |f(p)| — y, on trouve ainsi:
400 k
G If
>0 RO IR W]
k=1 > P 0

< 2P +Z +Z|f

d’on, grace aux hypotheses (11) et (111):

7

P k=1

et enfin:

On en déduit facilement que:

d’ou le corollaire annoncé.

7. Démonstration du théoreme 3

Dans ce qui suit, on aura besoin de I’ordre moyen de la fonction 22. Pour la
commodité du lecteur, nous rappellerons comment on peut 'obtenir, en procédant
par convolution a partir de ’ordre moyen de la fonction d.

a) Identités de convolution

Comme on a affaire a des fonctions multiplicatives, il suffit de vérifier ces iden-
tités sur les puissances de nombres premiers.

Lemme 3. On a2 = hxf, ot h et f, multiplicatives, sont définies respectivement
par:

{Vk > lah(2k) =0 et f(n)= {n si k> 0n =2k
Vp # 2,¥k > 0,h(p*) = 2* 0 sinon
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PREUVE:
— Soit p# 2 et k> 0.

k

k
(hx )@ =D ) h(*") =h(p") =2F =290
= 0 si v£0

— Prenons £ > 0. On a:

k
2k — Z I/ 2k—l/) — f(2k) — 2k — 2Q(Zk)
=0 —0 Si v>0

Lemme 4. On a h = d * g, ou g, multiplicative, est définie par:

k=2 i k> 9 0 sik>3
Vp # 2,9(p") = { sl = et g2 =41 sik=2
0 sik=1 9 k=1

PREUVE:
— Soit p#2et k> 2.
k k
(dxg)(®P*) =D g(@)dP*™") = (k+1)+Y_ 2" (k—v+1) = (k+1) +22V 221

v=0 v=2

E—2 k—i k—2 k-1
= (k+1)+Y Y 277 = (k+ 1)+ @ -1 =14 20 =2 = h(ph).
=0

=0 v=2 =0
— Pourp#2et k=1, on a:
(d*g)(p) =2 = h(p).

— Pour p=2et k> 2, 0n a:

k
(d*g)(2¥) = g(2)d(2"") = (k+ 1) — 2k + (k — 1) = 0 = h(2*).

v=0
— Pourp=2et k=1, o0n a:
(dxg)(2) =0=h(2).

b) Ordres moyens

Lemme 5. Si on pose C = ] (1+ p(p 5 —L ), on a:
p>2
1
Z h(n) = ZC’wlogm + O(x).
n<z

PREUVE:
— D’apres le lemme 4, on a:

> h(n) =3 gk) ) =Y gk)(Flo8 T +0(7)),

n<x k<z S% <

soit:

Zh(n):xlong#f)—wzg(k)%wLO(w @) (24)

n<z k<z k<z



— Pour tout « réel, on a:

Zlg(k)l
k<x ke p<z v>0

VAN
—
—
g

=
%
—

La série |g£fz)| des que a est tel que 3* > 2 (pour p = 2, il n’y a qu’un

nombre fini de termes non nuls dans la série). Pour a > ELZ on obtient ainsi:

SO« [ (+X20) = 1T (14 500—)

k<x 2<p<lz v>2 2<p<z
ce qui montre que la série 3 2E) converge absolument (o > ﬁ—g = 2a > 1).
On peut donc écrire:
+
3 g(k) _ f g(k) _ 3 g(k)
k k k
k<x k=1 k>
avec
+oo
g(k) _ g(p _ 2 1 1 e
Z k _H<Z )_<1 2+4>H<1+p(p—2)>_4' (25)
k=1 P v>0 p>2
et, en s’inspirant de la méthode de Rankin, et en prenant o > 2= 10g3
g9(k) 1 lg(k)] 1
Z k < rl-a Z N La rl—a’ (26)
k>z k>z
Par ailleurs, si @—3 <a<l1,ona:
k)logk k
Z“’()Tg <o YWl (27)
k<z k<x

— En choisissant a quelconque dans ]é_wl[ et en reportant (25), (26) et (27)

dans (24), on obtient le résultat annoncé.
Lemme 6. Avec la méme constante C' que dans le lemme 5, on a:
;29(” = 810 5 z(logz)? + O(zlog z).

PREUVE:
— En utilisant le lemme 3, on peut écrire:

> 20 =3 f(k)

n<x k<wx l

IA
=8

ce qui donne, d’apres le lemme 5:
1 =z T T
Q(n) _ g iad d d
32 Zf(k)(40klogk+0(k))
n<z k<zx
soit:

C k) C© B)logk F(k)
520 = Catoga Y HY - zg et oy A1)

n<z k<z



— Oron a:

(k) log =
SE= T imirow
k<z

0<r<log, x
“ 70 logh llog, ) (L1ogs o] + 1)
ogk o 08y T 0gy T | +
Z 3 = Z log2" =log2 5
k<z 0<r<log,
_log2 /logx 2 (logz)?
D) (109;2 +O(1)) 2log2 +Olog z).

On trouve donc finalement:

C
Qn) _ 2
E 2 8log2m(logw) + O(zlog x).

n<z

c¢) Minoration de la somme d’exponentielles

Posons S(z,0) = 3. 2%("e(nh). Le principe de hyperbole, avec le lemme 3,

n<z
donne:
=2 F(1) > h(k)e(kif) = S1(6) + S2(6)
1<z k<2
avec
=Y (1)) h(k)e(kl6)
1<y k<%
et
=> hk Z e(lkd).
k<= <<
— On a tout d’abord:
151(0)] < Zf( Z
1<y k<=

ce qui donne, d’apres le lemme 5:
0) <« Zf(l)%logw =xlogz Z 1
<y 27 <y

d’ou finalement:
S1(0) < zlogxlogy. (28)

— La deuxieme somme peut s’écrire sous la forme:

Sa(0) = T1(0) + T2(6)

avec
S k) Y f(De(ikd)
£ <k<z y<i<z
= > h(k) Y 2"e(2"k6)
S 2r<£
— Dans la somme T} (f), comme 7 < 4y, il y a au plus deux puissances de 2

dans ]y, %], d’ou:
x
mOl< Y hk)(F+57) <6y D hik
2 <k<e k<
ce qui, grace au lemme 5, donne:

T,(0) < zlogx. (29)
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— Dans T5(6), pour chaque k, ce sont les deux plus grandes valeurs de r qui
jouent un réle prépondérant. On écrit donc T5(0) = Uy (0) + Uz (), avec:

Ui(0) = Y hik) > 2"e(2" k)

kfﬁ logy y<r<|log, £|—1
Us(0) = 3 h(k)2Ues £1-1¢ (2108 %J—lke)(1 + 2e(2llos2 %J—lke))
k<2
La condition k < ;= assure que l'on a [logy #] — 1> logyy.
— Une majoration grossiere donne:

r log, ¥]—-1_ T h(k)
T (6)] < > h(k) > 27< Y (k)M EIT 1) < D D=
k< logyy<r<|log, -1 k<dy ksa
Or, en effectuant une sommation par parties, on obtient, avec le lemme 5:
hk) 1 Z * du C ["logu du
P h(k)+/ —Zh(k):-/ + O(log z)
k< k < 1w k<u 4/ u
soit, - o
Z hik) = —(logz)? + O(log ).
k 8
k<z
D’ou finalement:
|U,(8)] < %x(log z)?> + O(zlogz). (30)

— C’est la somme U () que 'on va chercher & minorer:

U2(0)] > Re Un(6) = 3 hk)2lios %J-l( cos(ztlogz%ka0)+2cos(2“°gz%J+1km9))
k<2
Or pour tout «, on a I'inégalité cos(2wa) > 1 — 27||«||, donc:
U2(0)] > > h(k)2tos 171 (3 — 2nj2loss 171 kg) — anfl2tios: H k)

k<1

Or on a ’encadrement suivant:

g < olloga # 1 < ¢
ce qui donne:
[U2(8)] > (1 — 27 M (2,y,8)) U2(0) (31)
si on pose:
M(z,y.0) = max |Inf]
2llog2 vl |,

— Or d’apres les majorations (28) et (29), on a:
Us(0) = S(x,0) — U1 (0) + O(xlog x logy).
Par conséquent, en reportant dans (31), on obtient:
1S(z,0)| + |U1(8)] > (1 — 20 M (2,y,0)) (S(,0) — U1(0)) + O(zlog zlogy)

soit, d’apres le lemme 6, et la majoration (30):

|S(z,0)] > %((é —1)(1-2rM(zy,0)) — 1>x(log z)? + O(zlog zlogy)

On obtient finalement, uniformément en z, y et 6:

19(2,0)] > ((1 “log2) — m(2—log 2)M(x,y,9))5’(x,0) +O(zlogzlogy). (32)
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d) Etude de M(z,y,0)
On va montrer le résultat suivant:

Lemme 7. Soit ¢ : R} — R telle que lim ¢(x) = +o00. Soit e > 0.
r—+00

Alors il eziste un irrationnel 04 . et une suite strictement croissante
(zq) d’entiers
naturels telle que:

v‘] € NaM(XQ7¢(XQ)79¢,€) <e.

PREUVE:
— On cherche 64 . sous la forme

+o0o
6(1575 — Z 2—0(1/
v=0

ot (@) est une suite strictement croissante d’entiers naturels.
Pour tout n € [£,2] tel que n = 2U°829J (k € N), on a:

+o0o
Infy.-|| = ||k22tlog2 vl—av)| = ||k Z glloga yl—av || < pollogs yl+1—min{a>|loga y ]}

v=0 v
ay>|logo v

soit: 2
X
M(zy.05.2) < SomrarsTomvl} - (%)

— On définit alors la suite (z4)4en de la maniere suivante. On pose:
{ z9 € N* quelconque
ap = max{1 + [log, ¢(x0)],2 + |log, zo — log, €|}
puis, par récurrence:
{ Tg1 > 24 tel que [logy ¢(zg11)] > a4
agpr = max{l + [log, ¢(x41)],2 + [logy 41 —logy €],y + (¢ + 1)}

— Comme on a:
Vg € Nyagi1 > aq +(q+1),

la suite (o) est strictement croissante. De plus 6 . est irrationnel (sinon (ay)
serait périodique et ag41 — a4 serait borné).
— Soit ¢ € N. Par construction, on a:

ag = min{a, > |log, ¢(x4)]}-

En effet a; > |log, ¢(z,)] et Vv < ¢, o, < ay—1 < [log, d(z4)].
Donc, d’apres (33), on a bien défini une suite strictement croissante (z,) telle
que:

Vg € NaM(Xqv¢(Xq)70¢,e) < —? <e.
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e) Conclusion

On peut maintenant regrouper tous les résultats obtenus précédemment.
On choisit € > 0 tel que:

(1-1og2) —n(2—1log2)e =A>0.

On prend la fonction ¢ = log. Elle vérifie bien les hypotheses du lemme 7, ce qui
fournit un irrationnel 6,4 . et une suite (z4). On a alors, d’apres (32):

Vg € N,[S(xq,010g c)| > A S(xq,0) + O(xqlog xq loglog xq),
ou (z,) est une suite strictement croissante d’entiers naturels. Donc:
1S (@,0105 )| = S(,0)),

ce qui termine la démonstration du théoreme 3.
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Chapitre 3

Formule de Voronoi tronquée
pour 73

1. Introduction

a) Formules de sommation de Voronoi

— Pour ramener I’étude d’une somme

> ),

a<n<b

ou f est une fonction arithmétique, & ’estimation du comportement asymp-
totique de certaines intégrales, on dispose de la célebre formule de Poisson.
Plus précisément, si f est une fonction a variations bornées sur [a,b], on peut
écrire:

1 , N B b +oo b
S Y )+ )}=/a f(x)dx+2ngl @) costemna)iz. (3)

a<n<b

Les intégrales sont alors généralement évaluées grace & la méthode de la phase
stationnaire.

— En 1904, Voronoi a conjecturé que, si a(n) est une fonction arithmétique, si
f est une fonction continue sur [a,b], avec un nombre fini d’extrema sur [a,b],
alors il existe des fonctions analytiques § et «, dépendant seulement de a (et
pas de f), telles que:

, b +o0 b
> am)f(n) = / f@)é(z)dz + ) a(n) / f(@)a(nz)dz. (35)

a<n<b

— D’apres ce qui précede, la formule (35) est vérifiée pour a(n) = 1, en prenant
d0(z) =1 et a(z) = 2cos(2mx).

— Voronoi ([27]) a prouvé sa conjecture pour a(n) = 7(n), avec 0 < a < b < 400,
en prenant §(z) = logz + 2y et a(z) = 4Ko(4n\/x) — 27Yy(4m+/z). Wilton
([31]) a montré que le résultat était encore vrai pour f & variations bornées
et 0 <a <b< +oo (cf aussi [6]).

— Le cas a(n) = r(n) a été aussi résolu par Voronoi ([28]) pour 0 < a < b < 400,
avec d(z) = 7 et a(z) = 7Jo(2m/x), ce qui a été étendu au cas de f a
variations bornées et 0 < a < b < +o00 par Landau ([21]) et Dixon et Ferrar

([7D)-
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— B. Berndt ([2]) a donné un critére sur la série de Dirichlet associée & a(n)
pour obtenir une formule de sommation. Malheureusement, les fonctions 7; ne
rentrent pas dans ce cadre. Le premier objectif de cet article sera de généraliser
la formule de sommation de Voronoi aux fonctions ;.

b) Sommes d’exponentielles

Un probleme central dans la théorie de la fonction zéta de Riemann est I'esti-
mation de valeurs moyennes sur la droite critique, du type:

T 1 2k
/ ‘C(— +it>‘ dt.
O 2
Dans cette direction, Heath-Brown ([11]) a montré la majoration suivante:

T .

1 12
/ |c(— + zt)| dt < T*1og"" T, (36)
0 2

et Iwaniec, en utilisant des résultats de Kuznetzov sur des moyennes de sommes de
Kloosterman, a obtenu ([13]):

/TT+T% c(% +it)‘4dt <. Ti+e, (37)

Partant d’une analogie entre le probléme de diviseur de Dirichlet et la formule
d’Atkinson, et par une technique mettant en jeu des formules de transformation de
polynémes de Dirichlet, Jutila a redémontré ces résultats de maniere plus classique
et les a généralisés & d’autres séries de Dirichlet et & des sommes d’exponentielles
faisant intervenir un parametre (cf [14], [15], [16], [17], [18], [19]).

Il se ramene ainsi & des sommes du type:

§ =) r(m)g(me(f(m),
M

ou g est une fonction suffisamment lisse.

Pour étudier S, 'idée de départ est de choisir un systeme de Farey de fractions
% et de découper la somme suivant 'ordre de grandeur de f'(z). A chaque rationnel
b on associe un intervalle I(£) tel que f'(z) ~ 2 pour = € I(2). Soit S(%) la
somme correspondante. On peut 1’écrire:

S(2) = X et (0 - 2)e ("),

de maniere & appliquer la généralisation suivante de la formule de sommation de
Voronoi ([14]):

Théoréme A. (Jutila) Si0<a<b< +oo, f € CHab]) et (hk) =1, on a:

b
Z ,T(n)e(n—;)f(n) = %/ (logz + 2y — 2log k) f(x)dx

+

R 7 —
nz::lr(n) /ab [4e<%h>K0<47r\k/%) B 2%( B %)%(4Wﬁ)]f(x)dx.

==
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Ceci permet ensuite, en utilisant le développement asymptotique des fonctions
de Bessel, d’estimer les intégrales par des méthodes de type phase stationnaire. Si
le découpage de S est fait de maniere adéquate, on peut en déduire une majoration
non triviale de S.

Afin d’obtenir des résultats analogues & (36) et (37) pour d’autres séries de Diri-
chlet, il est naturel d’essayer de généraliser la formule de sommation aux fonctions
7; pour [ > 3. On s’attachera donc dans la suite & obtenir un analogue du théoreme
A pour ces fonctions.

c) Résultats

Dans la suite, on se limitera a [ = 3.
Pour h et k deux entiers premiers entre eux, on s’intéressera a la somme d’ex-

ponentielles suivante:
D (w,%) = Z T3(n)e (n%) .

On montrera d’abord la “formule de Voronoi tronquée” suivante:

ThéorQéme 1. Soit h et k deux entiers premiers entre eux. Pour 1 < N < x et
k<z3, on a:

h

) = Flea®torts +a®loga-+alb] + 5(0F) + A(ng).

D(:L', A

ot les ¢;(k) peuvent s’écrire explicitement et vérifient, pour 0 < i < 2:
ci(k) < k7,

ot E(0,%) vérifie:

h

E) < ki (k)7 (k) log® k,

etod,pouerl,kgx% et 1< N<Kx, on a:

3(e) = 50 5 oo (PEE) T (6K )

Imn=r

E(o,

S L (S S (5, gt
r<nN

Imn=r
+O. (ka3 N—35), (38)
avec, pour (bk) = 1:
| Ky . (Imyn)| < Tg(k)k%(k,lmn)%.

Dans le cas ou k = 1, on retrouve un résultat di & Atkinson ([1]):

Théoréme B. (Atkinson) Si on pose:
1
Az) = Z T3(n) — %log2x —(3y—Dzlogz — (39* + 3y — 3y + Dz + 3’

ona, pourx>1etl<NKLux:

A(z) = —x%\/g Z 7'3(27') cos (6m(rz)3) + O (x5 T N73).

™
3 <N r3
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3
4

Par ailleurs en prenant N = 22k dans le théoreme 1, on obtient:

Corollaire 1. Pourz > 1 et k K w%, on a, avec les notations du théoréme 1:
h
A('I"E) < x%+6k%'

Dans le cas k = 1, la majoration A(z) <. z2+° est due & Landau ([20]).
Remarque : En appliquant la méthode des paires d’exposants, on peut améliorer
'exposant 1 dans le corollaire 1.

Enfin, en appliquant le méme procédé que Jutila dans [14], on peut s’attendre
A obtenir la formule de sommation suivante, pour 0 < a < b < 400, f € C'([a,b])
et (hk) = 1:

b
Z ’Tg(n)e(n—h)f(n) = %/ [ea (k) log® z+(c1 (k) +2c2(K)) log z+(co (k) +e1 (k)] f (z)dz

a<n<b k

4 =X
f Y [ Y (KoK tma) [

r=1 Imn=r a

b (/0+°° Ko@) = 5Y6@V (o 872 4, fapas

u k3u

. +oo b +o00 s 3
44 K0(2\/E) + —Y0(2\/E) . 8mcrx
+ﬁ [ Z (K—Ek_KEk)(lvmv")] / (/ " 2 sin — - du)f(a:)da:.
r=1 Imn=r a 0
Dans le cas ou k = 1, on trouverait ainsi que pour a(n) = 3(n),0 < a < b < 400
et f € C'([a,b]), la formule de sommation (35) est vraie si I’on choisit:
L. 2
d(z) = 3 log”z + 3ylogz + 3(v* + 1)
ot + 3
* Ko(2y/u) — ZY5(24/u 8
a(x)=8/ o2v) - §To(2v) cos 22 dgu.
0 u u
Nous verrons dans le chapitre suivant que la méthode utilisée ne permet en fait que
d’obtenir une formule de Voronoi pour la somme pondérée
/ nh
> e () @ -
ol € est une constante aussi petite que 'on veut, ce qui n’est pas génant dans les
applications de la formule.
d) Notations
— On aura recours aux fonctions arithmétiques suivantes, définies sur N*:
7(n) nombre de diviseurs de n
7(n) nombre de représentations de n comme produit de [ entiers (15 = 7)
r(n) nombre de représentations de n comme somme de deux entiers
1(n) fonction constante égale & 1
n(n) valant O sin >1let 1sin =1
p(n) indicatrice d’Euler
A(n) fonction de Von Mangoldt
w(n) fonction de Mdobius
xs(n) caractere principal modulo ¢
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La convolution de Dirichlet sera notée

(Fr)m) := Y fk)g (T ).

k|n

On utilisera également les notations suivantes, de type arithmétique:

(h,k) pged de hoet k
(h,m,n) pged de h, m et n
p,p,p’ désignant des nombres premiers
vp(d) valuation p-adique de d
b inverse de b modulo k (65" = 1 mod k)
k
S(m,n; k) somme de Kloosterman, valant ) e(%)
b= mod b
k
cn(k) somme de Ramanujan, valant > e(%)
h=1
(h,k)=1

— On se servira aussi des symboles classiques <, <. et O pour les diverses ma-

jorations, 'indice € indiquant que la constante impliquée dans la majoration
dépend de ¢.
La variable complexe sera désignée par s = o + it, o étant la partie réelle et
t la partie imaginaire. Son argument, pris dans | — 7,7], sera noté arg(s). On
notera Res(f(s),s = s¢) le résidu de la fonction holomorphe f au point s = sg.
Par ailleurs, les fonctions suivantes apparaitront:

|z ] partie entiere de x

e(x) signifiant exp(2imx)

I'(s) fonction gamma d’Euler

((s) fonction zéta de Riemann

¢(s,u) fonction zéta d’'Hurwitz ({(s,1) = ((s))

L(s,x) fonction L de Dirichlet associée au caractere y
K,(x) fonction de Bessel d’ordre n

Yo (x) fonction de Bessel d’ordre n

Jn(x) fonction de Bessel d’ordre n

Enfin, le développement en série de Laurent de ((s) au voisinage de s = 1 sera
noté:

1 ¥
() = —=+ D mls =",
n=0

Yo = v étant la constante d’Euler.
Celui de la fonction ((s,u) sera noté:

1 X
¢(su) = —t Z'yn(u)(s -1n"
n=0
Ainsi v, (1) = yp.

2. Etude de la série de Dirichlet

Pour étudier la somme d’exponentielles D(:L',%), on a besoin de connaitre cer-
taines propriétés de la série de Dirichlet associée, définie pour o > 1 par:

+o0
E(s,%) = ,; Tg(n)e(%h)n_s.
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a) La fonction zéta d’Hurwitz

Elle est définie pour 0 < u < 1 et o > 1 par:

+oo 1
<(S,U) = 7;) m

On montre qu’elle admet un prolongement analytique en une fonction méromorphe
sur C, avec comme seul pole un pole simple au point s = 1. Son développement en
série de Laurent au voisinage de s = 1 est de la forme:

1 XX
_ _1\n
Clsu) = — + ;%w)(s n", (39)
ou les coefficients peuvent s’expliciter de la maniere suivante:
N +1
(= log"(m +u) log"™ (N + u)
Tn(u) = n! Ngriloo ( Z m+u n+1 ) (40)

Enfin, lorsque u est de la forme %, on a ’équation fonctionnelle suivante:

(o) - o e (P20

On peut trouver ces résultats dans [12], page 41. Ils se démontrent, soit comme
pour la fonction zéta de Riemann, soit en utilisant la relation entre C(s,%) et les
fonctions L de Dirichlet, issue de 'orthogonalité des caracteéres:

l k® _
(%) = 3 IR LY

b) Prolongement analytique de E

La fonction E(s,2) s’exprime simplement au moyen de la fonction zéta d’Hur-
witz.

Lemme 1. Pour o > 1, on a:

k
Be) =1 5 (T D)i(oD) o

a,B,7=1

De plus cette égalité se prolonge a tout s # 1, et définit un prolongement analytique
de E(s,%) en une fonction méromorphe, avec comme seul péle éventuel un péle au
plus triple au point s = 1.

PREUVE: On suppose ¢ > 1. Par définition de E, on peut écrire:

Peg) = 3 o)

l,m,n=1
k + + +
- XN D DS W)
@B,7=1 lEal;nlod k mE?mlod k ns':l mtd k
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Or on a immédiatement:
—+o0

1 X o
> E Ty )

=1
I=a mod k

et de méme

S )
msglfnl:d k

et

+oo 1 B 5
> =E(eg),
mod k

m
n=xy

ce qui termine la démonstration.

c¢) Equation fonctionnelle pour F

On va utiliser ’équation fonctionnelle (41) pour déduire une autre expression de
E(s,), valable quand o < 0.
On définit la fonction méromorphe suivante, analogue a E:

F() = Y Huasec(s5)<(s2)e(s7)

a,B,7=1

ol on pose:
k

Kpp(a,py) = Z e(uﬂ—}i—vy)'

u,v=1
uwv=ah mod k

On peut aussi écrire:

Kh,k(aaﬂa’}/) =

1< ta + uf + vy — tuvh
> e( k )

' tyu,v=1

ou h désigne, quand h est premier avec k, 'inverse de h modulo k. Cela montre que
Ky, 1, est une fonction symétrique de o,f3,y.

Lemme 2. E et F sont liés par ’équation fonctionnelle suivante:
B(1-s5.2) = sem 2o re2{ [ (cos 25) i (sin 25| (5, - 1)
[(cos ) —i(sin ) ] (s 2) ). (13)
— D’apres le lemme 1, on a pour tout s # 0:

Bi-sf) =8 3 o(e(-0§)e(1-s7)c(1-5)

a,0,Y=

PREUVE :

En appliquant I’équation fonctionnelle (41), on obtient:
k

k
B(i-ng) = faor X (Do (F - 2l

a,0,Y=
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ul sm 2mwvf v ul ST 2mwry w
Ao (5= T ) R HE e (5 - =)<

soit encore:

k
P(-op) = e 2 Cp)o()o (o) S

avec:

om0 () o (e (-2 o (- 252).

k 2 k 2 k
a,B,v=1

— Cette derniére somme vaut:

2

et 2 PG De5D)

a,B,v=1

eG-F) -3+ 7))
En développant, on trouve:

~ un terme en e(2£), qui est multiplié par:

| =
-

e(M)(g(_ ua+vﬂ+wfy) k

k k 8
1

>
Il

a,f3,
n

— un terme e

9]
—~

- :%)7 qui est multiplié par:

e(aﬂfyh)e(ua +vp +w'y> _ k

L L gK_E,k(uavaw)a

Q

oo | =
@
M-
Il

[y

— trois termes e

=]

e(£), affectés chacun du coefficient:

% i e(aﬁ}:h)e(—ua —vf+ w7) _ EK—E/C(“’U@)
a,8,7y=1

k 8

— trois termes en e( — %), affectés chacun du coeflicient:

I O e N

3(s k u v w s
B(imsg) = o 2 Cp)lop)elo ) {[e(F) (-

,,,,,,

+ [e( - i—s) + 36(2)]K_57k(u,v,w)}.

On termine la preuve en remarquant que 1’on a les identités suivantes:
3s s sT\3 ./ . sm\3
e(7) +3e(-3) =4[ (eos7) —i(sin ) ]
(=7) #oe(3) =1[(eos T) +i(sn )]
e 1 ely) = cos - if sin - .

o8

= K7 . (uv,w)

S

4

)]Kﬁ’k(u,v,w)



On va en déduire une nouvelle expression de E (s,%) lorsque o < 0. On a d’abord
le résultat suivant sur F":

Lemme 3. Pour b et k premiers entre eux, et o > 1, on a:

( ) er ZKbklmn. (44)

Imn=r

PREUVE: On a par définition:

Fg) =1 3 Kustasnc(s)o(s:2)e(s)

a,B,7=1
k 400 1 +oo 1 +oo 1
Z Kb,k(a,ﬁﬁ)( Z l_s)( Z %)( Z E)
a,B,y=1 lEalr=nlod & mEZ’"r:nlod k nE;:ﬁtd k
+o00 1

= Z WKb7k(l7m7n)

l,m,n=1
= Z Z Kb k l ,m n

Imn=r

Lemme 4. On suppose o < 0. Alors:

E(s,%) :276?<2%)38F3(1 s {(sm—) Z [ Z h,k+KE,k)(l’m’n)}

Imn=r

+i cos %)3 io ,,11_8 | > (Kopp = Kz ) mm)| }. (45)

r=1 Imn=r

PREUVE: D’apres (43), on peut écrire:

E(s,%) = %(QW)?’SF?’(I — s)k1_35{ [(sin %T)S + i(cos %)3]F<1 — 5, — %)
#[(5050) = i(eos T) (1 5.2).
Puis on remplace F(l — s,%) par 'expression correspondante dans (44).

d) Etude de E(s,2) au voisinage de s = 1

On aura besoin des deux fonctions auxiliaires suivantes, définies par leur série
de Dirichlet pour o > 1:

G(S,Z) = i T(n)e(nkh)n_s,
+o0
(o2 = S
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— Les fonctions G et H sont liées & la fonction zéta d’Hurwitz de la maniére
suivante:

Lemme 5. Pour o > 1, on a:

G(sk) =20 30 (20 2)c(s2) (o)

a,f=1

k
Ho) =1 S o ()e(e). i

De plus ces égalités se prolongent a tout s # 1, et définissent un prolonge-
ment analytique de G(s,2) (resp. H(s,%)) en une fonction méromorphe, avec
comme seul péle éventuel un péle au plus double (resp. simple) au point s = 1.

PREUVE : Elle est analogue a celle du lemme 1 (cf [14]).
— Par ailleurs les fonctions E, G et H sont liées entre elles comme suit:

Lemme 6. Pour s #1, on a:

)= T T Gl w

dlk 1
(1,

IS

&

PREUVE : Montrons par exemple (49). Pour o > 1, on a:

+00 Ry
(o) - St (- £ 7).

,m=

+00 +o00

5
Posons m’ := de.
h =1 =X o mn
E<S’_)_Z > e (ZT)
dlk (mnlz”d=)1=1 ( d ) =1
1 d s R | rh
AT 5 D)
(r,d)=1 n=r mod d

d’ott le résultat.
On procéde de méme pour établir (48).
— On a tout d’abord, en utilisant (39), le développement de Laurent de H:

(o) =17 2 e(T)e()

a=1
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_(nk a; el k_ ah a
= e () (E) + - e () ()
On reporte cette expression dans (48):
d d d
o) =T 3 (S (S 303 ()
()=
iyl e (g) )
—k‘{ L . +71+ }+;Zd‘si§:e(a—m) (i)
AT R K=
_ L= S lha @ e
w3 3 o) o) e(@) + 0 (3)] +
(l,d)=1
Oron a . " M((df’a))
> (%) = calt) = o) @

oll ¢4(n) est la notation classique des sommes de Ramanujan (voir par exemple
[10], page 238), si bien que:

k d
e e i e s

dlk a=1 P\
o(d) o (ay i) 1 & & jalhy oyl
G (@) o X X ) (@)@}
d|k a=1 (d,a) d|k JL, e=1
(50)
— Evaluons maintenant les sommes faisant intervenir vy ou ;.
Lemme 7.
5
> 0(5) = e rogs +y+ Y BT, G1)
(=1 plo
s
> n(5) =s0[giorts+ (14 3 7o
(=1 p|6
log p (log p) logp log” p
+(71 +7%ﬁ+ Z oD 22 )] (52)
p#p
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PREUVE: Les deux sommes & étudier sont respectivement les coefficients de
1 et de (s — 1) dans le développement en série de Laurent en s = 1 de:

1 =

i ¢(s5) =0 Z Z S =0 Y =0 L),

- m=1

(u,8)=1 (u s) 1 m=u mod5 (m,8)=1

ol Ys est le caractére principal modulo 4. Par conséquent:

i ( )—63()H(l—é):6(1+(s—1)log5+%(s—1)210g25+...)

u=1
w,8)=1 plo

2
X(Si1+’Y+’Yl($—1)+...)H(1—%+(S—1)10$—(s—l)zlozgpp—i-...).

lo
On a donc:
i ( ) =slogs [[ (1— —) +75H(1— —) Zélogp II (1_ _)
(wp=1 plo pld |6 ,f’;lfp
—o(0) o+ 7+ 3 5],

pld

Puis, de la méme facon:

S (%) = SO (1D [T (1-2) 03 (-2£2) T (1-2)

(=1 pls pls pls o8
y p'#p
st T (1=3) 5 Elrios 22 T (1) 3 220082 1] (1)

plo p|é P15 P18 PO

p'#p p#p’ p''#p,p’
2
= w(é)[logZ 6+(7+Z; 52 logd++7 3 2 ng £y 10_311’ rg_pl : Z log? 2
. TR

Dans les deux cas, on a utilisé le fait que:

[I0-5)-5"

pld p
Lemme 8. . ( J )
a\M@ay) dA(d)
z:: Yo (E) ((d(,ia)) = yn(d) — W (53)

PREUVE: En posant u := 27, on a:

d da) d a é u
()il =Sk L (D =S 8 X (5

olaa) 7%

ce qui, avec la formule (51) donne:

> 0 (3) A 5 5 g+ + 3 2]

a1 (s @) 8|d plo
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lo
= (ulog*1)(d) + y(u = 1)(d +Z Zpgp

sld p|d
=n(d Z o8P Z
p|d P|6|d
Or d
> ou@) =Y uN) =ulp) D, )= _”(W)
|5|d A2 M@ g
Donc
Zd: ( ) (@n) = yn(d) — A(d) = ) ( ’ )logp
— @) TR A
B d \plogp dA(d)
= yn(d) - %”(W) p—1 (@) o(d)
Lemme 9.

d ay 1) vdA(d) d
;m(g) . ((df, =) = 0+ g wlog® (@, (54)

ce qui, avec la formule (52) donne:

i’h(d) ZM [log 6+('y+2 gli)logé

a=1 <p ( 5\d p|5

logp (logp)(logp') 1<—~log’p
+(71+7pz|; Z (p—1)(pf—1)_§pz|;p_1)]
p#p’

1 9 fydA(d logp
= 3 (ulog® +1)(d) + mn(d) - 5 +6|Zdu lgépzlc;

(ogp)logp’) _ 1 log” p
+é§|;‘ MZM@ D -1) 2%“(5)%1)_1' (55)

— La premieére somme vaut:

> us logéz logp Z logp 0D m(d)logs =3 ;Ofﬁ > n(pX) log(pA)

d|d ol P pla P pléld pld A2
_ZIngZ +Z gpz,up/\ )log A
p|d Al4 pld A4
log® p log p d
:_% ( vp(d)+%p—]_A<pvp(d)>'
P P
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— La troisieme somme vaut:

log? 1 log? d
Sone)y Er =300 %6 LS (o == nm )

—1
old os ¥ o P70 psla old

— La deuxiéme somme vaut:

(logp)(logp') (log p)(log p')
2_ 1) > - -1 2 -1 -1 2 )

é|d p.p'|8 p.p'|d pp'|d|d
p#p’ p#p’
Z logp (logp') 77( d )
- _ _ p(d) !V (d) ) °
P; |d 1 p 1) P’ ( )pv

On peut donc écrire, en reportant ces trois expressions dans (55):

d d .

m@e) 1 dA(d) 1log’p [ d
Z%(%)w((%) — 5(ulog2 #1)(d)+71(d) - ( )_52 ;)g_ fn(pvp(d))
a=1

@) ¢(d) old
log p d (log p)(logp') d
A )
p#p’

— 1°" cas: d possede plus de deux facteurs premiers.
Les trois derniers termes de (56) sont alors nuls. De plus, on peut écrire
d = lmn avec I, m et n premiers entre eux deux & deux, et différents de
1, si bien que:

(pnlog® ¥1)(d) = Z Z Z p(abe) log? (abe)
all blm cln
= (plog? ¥1)(I)n(m)n(n)+(ulog® 1) (m)n(n)n(1)+(plog? ¥1)(n)y(l)n(m)
=2A(D)A(m)n(n) = 2A(m)A(n)n(l) — 2A(n)A(l)n(m) = 0.
L’égalité (54) est donc vérifiée.
— 22Me cag: d = prgY, ol p, ¢ sont premiers, et A > 1, v > 1.

Zlog—f ( vf(d)) =0

pld

1 ‘ 1 ‘
5 (nlog”+1)(d) = 5 (—log” p — log” g +log” pg) = (logp)(log q).

1

logp d logp logq 1

(log p)(log p') d _ (logp)(logq)
p;d (p—1(p -1) (pvp(d)p’”p'(d ) C(p-1(g-1)

En reportant ces résultats dans (56), on obtient:

(@a) Pq d
Z%< ) (L) S 1)(logp)(logq) = W(plogf ¥1)(d),
d’oti I’égalité (54).
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— 3®me cag: d = p*, ol p est premier et A > 1.
Les deux derniers termes de (56) sont nuls. Par ailleurs:

-5 n
2 -1
pld p

log2p( d )__llong
pvp(d) o 2p—1

1 1
5 (nlog® ¥1)(d) = — log” p.

Par conséquent, en reportant dans (56):

L orayi@sy) | ydAd) | d

L’égalité (54) est encore vérifiée.
— 4% cas:d =1

L’égalité (54) est immédiate, car v1(1) =7

— On peut maintenant reporter les résultats des lemmes 8 et 9 dans (50).

G(s,%):k*{(s_;l)+ i +71+—Zd1 *[yn(d) — A(d)]
dlk

30 0 Prun(d) A (d)+ 5 (log? 1)(d)] + dli > e(“PY0(8)0(5)+- )

dlk a dlk

:k_s{(s_ln N 71+%+L[ (n* 1)(k) — (A% 1)(k)]

+ [ (nlog #1) (k) +(Alog #1) (k)] [ (7))~ (A#1) () + 5 (s Log? #7) (k)]

P (3t ¢ )

dlk (lld)l 197 !
nxl=1
Or on a les identités de convolution suivantes: { Ax1=log dot:
nlogx1 =0

h 1 2y —logk 1
G(s,—) =k‘s{ y27 708 +[271—vlogk+(A10g*1)(k)+§(,ulog2 *7) (k)]

k s-12 " s-1
D3 OB S CTME) S R S

(1,d)=1

— On peut maintenant reporter ce résultat dans 'identité (49):
log® d
= 1-(s=1)1 12— +... }
( ) k™ Z { (s —1)logd+ (s — 1) 5+

1

d
2v —logd B 1 9
x Z {(s — 1)24— o] +[271—7log d+(Alog *1)(d)+2(,ulog *7)(d)]
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Do S 3 0(B)ro(D)e (MY e (B -t (L),

Notons:

s h _ C_3 C_9 C_1
RE(s) = 1P o2 Ts-1

ce qui donnera

E(s%) — ]16{1 (s—1) log k+(s—1)? 1°g2 k+...}{(8‘3_‘?’1)3+(SC_‘21)2+;:11+...},

c’est & dire:

h) c_3 c_g—c_zlogk c_1—c_ologk+ %8_3 log2 k

E(S’E " k(s — 1) + k(s —1)2 * k(s —1)

(58)
On a tout d’abord

c’est-a-dire:

Ensuite, on peut écrire:

_Zw logd + 2y Zw Z@logdeZé Z Wo(é)-,
dlk dlk dlk dk 5L

ce qui, en utilisant (51), donne:

Zw logd + 3y 290 +Z<p Zlng

d|k d|k d|k pld
Enfin, on a:
Zw log® d+2v Zw Zw d+2¢ (Alog*1)(d)
dlk dlk dlk
1 o(d) d uvlh
32y (Wlos DG LS E S (@2 3 e
dlk dk  sld T est e=1 W=
d
35 3 (3) o A e R E g
dik s dlk

(1,d)=1

D’apres le calcul classique des sommes de Ramanujan, on a, comme h et u
sont premiers avec 6:

i (uvdh) (uvdh) . /‘((d, u%;d)) N((a,fw)) N(((s(,sv))

L AR

(1, d



Posons:

D’apres le calcul précédent, on peut écrire:

TSRS () 5

5|d v=1 ’U)

D’apres la formule (51), cela donne:

= Z(p Z(p [log6+’y+211)0§1;]i,y()(%)ﬂi(szu);’

d|k 5|d ols v=1 i

puis, d’apres (53):

d|k d|k 5|d p|<5
soit,

_ o pld) w(d)(Alog*l w(d logd o(d logp
r=py #0_5 PR LU SILD L1
dlk dlk dlk dlk sld p|s

(59)
Posons:

D’apres la formule (52), cela donne:

zézﬂd);g d+72 SOEid) logd+z 902 leng ZSOT

dlk dlk dlk p|d dlk

p(d) Ing p(d (logp)(logp') 1~ ¢(d) -~ log”p
MY PR T AR S s e S

pb—

d|k p|d d|k P; |d d|k pld
(60)
Soit: .
logd
-y (),
d|k a d_) N

D’apres la formule (51), cela donne:

V= _22 @Ejd) log? d — 272 @(d)dlogd Z o(d logd Z logp . (61)

dlk dlk dlk pld
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— Soit enfin:

1< !
W:?V%a > ()
(1,d)=1

D’apres (51), on obtient:

W =2y 290 1ogd+22290 + 2 290 Zlogp. (62)

dlk dlk dlk p|d

— En reportant les résultats partiels (59), (60), (61) et (62) dans ¢_1, on trouve:

6_1:[3(%+72)Z¢Eld)] [ Z«J Zlogp 3 Zcp logd}

d|k pld
e(d ulog #7)(d) o ¢(d) AG logp o(d ogd logp
5 DT LA@Y S S leed )
d|k d|k ld p|5 d|k p|d
(log p)(l 1
P>y Loanloss) el g s n)
d|k p;pld d|’v pld

On peut résumer le résultat obtenu de la fagon suivante:

Lemme 10. La fonction E(s,%) posséde en s = 1 le développement en série de
Laurent suivant:
E(s h) I N e logk c_1—c_slogk+ sc_3log’k

k) k(s —1)3 k(s —1)2 k(s—1)

o

= o AR IR [ ER T S - S e
dlk d|k p|dp dlk

log? #7) d 1 1
[Zso uog )_sz)ZA Zogp Zs@ dz ogp

dlk d|k sld p|(5 dlk p|d
©(d) (log p) logp p(d) — log”p
SIS PRI o apt]
dlk p,;w,d dlk pld
o(d w(d o(d log p
Z logd + 372 + Z Z T
dlk d|k dlk pld p=
o pld)
o= T
d|k

Remarque 1: On peut aussi écrire plog?® 7 = log? —2A log 1 = 2Axlog — log” .
Remarque 2 : Une fois que ’on sait que les coeeficients du développement en série

de Laurent ne dépendent pas de h, on peut retrouver le résultat plus simplement.
En effet, il suffit alors d’étudier:

E B 1 k 5 h 1 +00
(S)_W ; (S,k) QS(IC ;7-3 )
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ou:

d’ou, apres calcul:

B =¢@[IT(1- ) ] %(d%)_s”((d’g))

plk d|k
< I (1_;)‘3{1_(1_1%)2(1_%)%1_;)%_%@_58

Une formule analogue pour la fonction 7 avait été montrée par Crum ([4]).
Reste & savoir si 'on peut montrer & priori que les coefficients cherchés sont
indépendants de h.

3. Utilisation des sommes de Kloosterman
a) La majoration de Weil
Les sommes de Kloosterman sont définies par:

S(m,n; k) := i e(@).

a,b=1
ab=1 mod k

Théoréme C. (Weil-Estermann)
|8 (mans k)| < (k)K= (km.n)*. (63)

Ce résultat a été montré par Weil dans le cas ol k est premier (cf [30]) et étendu
a k quelconque par Estermann (cf [9]).

b) Majoration de K, (a,5,7)

Lemme 11. On suppose b et k premiers entre eux.

| Ko i (,8,7)] < m3(k)kE (k,aBy)®. (64)

PREUVE:

— En utilisant la multiplicativité de Kj x(a,B3,7) en k, on va se ramener au cas
ou k est une puissance de nombre premier.
Supposons que k = ki ks, ou k; et ko sont premiers entre eux. On cherche by
et by, respectivement premiers & kq et ko, tels que:

Kb,k (avﬂvv) = Kbl,kl (awB?’y)KbQ,kQ (Oéaﬁﬁ)'

On a pour tout b; premier avec k; et pour tout by premier avec ko:

k1 po
ta + uf + vy — tuvd
leb1,k1 (a’577) = Z 6( 5 kﬁy : )
tau,v=1 !
et, k k
2 wa + xf +yy — wayby
kQKb2,k2 (Oé,ﬁﬁ) = Z 6( B ]:Z’Y = )
w,z,y=1 :
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Donc k1 ko Ky, gy (00, 8,7) Kby ks (0,8,77) est égal a la somme:

Z Z Z e((tkg + wky)a + (uks + xk1)B + (1}){192—1- yk1)y — kztuvakl - klwxyEk2 )
taw e v,y 142
Par ailleurs
(thy + wky) (uks + k1) (vks + yk1) = tuvks + wryk? mod ki k,.
Donc on aura

(tho + wky)(uks + xky)(vks + yk )Eklkz = kztuvakl - klwxyEkz mod k; ko

si on choisit by et by tels que:

{ kb = K35 mod ko
kb = K35 mod ki k.
On prend:

by = kgz‘)’”’”kl

- sz

Comme on a l'isomorphisme suivant (théoréme chinois):

Z/k1Z X Z/ng ~ Z/k1k2Z
(t,w) —> tho + wky,

on en déduit que:

kiko Tk1k2
Aa+ B+ Cy— ABCb
kleKb1,k1 (Oé,ﬁ,’)/)Kb27k2 (aaﬁa’Y) = Z 6( B A Z? )
A,B,C=1 1h2
soit:

Kbl Jk1 (a7677)sz,k2 (aa/Baﬂ}/) = Kb,k(aa/BaﬂY)'

— Le terme Tg(k)k%(k,aﬂ'y)% étant multiplicatif en k, et indépendant de b, il
suffit d’apres ce qui précede de montrer I'inégalité (64) lorsque k est une
puissance de nombre premier.

— Prenons donc k = p¥, ou k est premier et v est un entier naturel et posons:

Q

(Oé,k) = p”*; o =
(B,k) = p?; B =
(R =p"; A =55

Q

)

bS]
@

La fonction Kj j, étant symétrique en a,3,y, on peut supposer v, < vg < vy <
v, car 75(k)k2 (k,afv)? est également symétrique.

Ky i(aBy) = 2 e(uﬂp#): Z e(uﬂp#)‘

uv=ab mod p¥ pYa un
p‘{}(’x =a’b mod p¥ ~¥a

Donc, si suppose que k ne divise pas simultanément «, 3 et v, on a:

Va p” [ ! V.
uf'p”s + vy'p”
CITEEED SR SR C A La
— w,v=1
A=0 A
pVoc_Ah;
;“,‘,%Ea’b mod p¥ ~Va
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En effet, dans ce cas, on a v, < v. Donc si on suppose

Pu N

P |u
I
pYe Ao et preN v
e = = a/bmod p¥ Ve e = a'b mod p¥ Ve

et par exemple X' > A, alors:

p)\’pl/a A|’LL1)
donc w
A=A
plp |F
Or wv
plpl/ Va| _Oé/b,
p fe3

ce qui donne p|a’b, qui est impossible car o' et b sont premiers avec k.
Donc, quand k ne divise pas & la fois a, 8 et 7, on a, en posant k = k'p”=:

u A 1/ va+A

ulﬂlpllg—l/a-‘r)\ +,Ul,ylp1/,y—)\
Baos) =3 35 o ' )
A=0 u'=1 v'=1 '
————
u'v'=a’b mod k'

Or ' parcourt {1,...,p" "}, c’est-a-dire p¥=~* fois {1,...,p" "= = k'} mo-
dulo k. De méme v’ parcourt {1,...,p""Y=+*}, c’est-a-dire p* fois {1,...,p" Vo =
k'} modulo &'. Donc:

k!

u'p>‘+’/5_”‘” ﬂ/ + v/p'/"’_AVI
Kb k& 7B 7 Z pl/a Z € ( L ) )

u! v/ =1
uw/v/=a’b mod k/

soit:
Va

Kyp(a,By) =p" Y S(Bp M7V o/p—2adb; k).
A=0

On applique maintenant la majoration (63):

Koatagi) < 37 () () (B 2 ) < e (5 Y
A=0

pve ) \p¥a) \p¥a’pYa=r’p

Or on a:
k 2
(1+ l/a)T(pTa) =1+ve)v—va+1)=—v, +vv+ (v+1),

(r+2)?
4

et la fonction  — —2? + 2v + (v + 1) a pour maximum , donc:

v 2 (v v
(1+1/a)7'( Ij )S( —22) S( +2)2( +1)

pa

=173 (PV) = 7’3(’“);

ce qui donne ) )
|Kb,k(06,ﬁ,’)/)| < 7'3(79)]95(’970457)5

et donne le résultat du lemme lorsque «, 5 et v ne sont pas tous divisibles par
k.
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— Dans le cas ou k divise a la fois «, S et v, on a:

k k k
Kpe(af)= > 1< 3 S N1

w,v=1 dd'=k v=1 v=1
kluv dlu d'|v
Donc:
k k 1 1
Kb,k(Oé?ﬁ?’Y) S EE = kT(k) S T3(k)k2 (k7aﬁ’)/)27
dd'=k

ce qui acheve la preuve du lemme.

c) Majoration de E(0,%)
Lemme 12. Soit h et k deux entiers premiers entre eux. Alors:
B(0.%) < kEry (kyr (k) log® k. (65)

PREUVE:
— D’apres ’équation fonctionnelle (43), on a, pour tout s # 0::
E(S%) = %(%)381“3(1—8)1?1‘33{ [(sin %)31%(008 %)S]F(I—S,—%)
(s 2T) i (eos Y|P (1-5.2)).

De plus, on a, d’apres (39):

(1) =2 (@) (D) + (D

Donc, pour tout b premier avec k:

b A B C
F(l — S’Z) = k38_3{ :?;k + gbz’k + Z’k +Dyr+Epy... },

e

avec:

k
Ab,k = Z Kb,k (Ol,ﬂ,’}/),

a,B,y=1

By =3 i Kb,k(aﬁﬁ)%(%)a
a,B,y=1

=3 S Knaladm o 2)(2) +2(2)]
a,B,7=1

Dy =3 i Ky (a,3,7) [270(%)71(%) + 72 (%)]
a,B,y=1

Bam Y Kuntasaro(2) (D)D),
a,B,y=1
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— On a tout d’abord:

1. & to + uB + vy — tuvb
S Y M e ]

Or on a: i
1 _ 0 siv#k
EZ( )_{ siv==k,
ce qui donne:

k E tatuB : g _
;Kb,k(a,ﬂﬁ) = e(%) = {]S s () = (k%)

sinon.
Par conséquent:
Ay = k2,
Bb,k = 3’7]62,
Cok =307 + M)k,

et
Dy, = 32971 + 72)k>.

— Ensuite, d’apreés (40), on a pour tout u €]0,1]:

N

Or, en utilisant la formule des accroissements finis, on a pour m = 0,1,...,N —

1:
1

m4+u’

log(m +u + 1) — log(m + u) <

ce qui donne:

| 1
— log(N > -1 >
Zm—i—u og( +u)_N+u ogu > 0,

m=0

si bien que:
Yo(u) > 0. (66)

— En utilisant (66) et la majoration (64), on obtient:

Enal < b 3 ks (D)D) n(D)

a,B3,y
<nr Tt S () (D) (S0(2)
ke tmn=r a2 o X
SCIDIEDS i%@))(;%(%)x = (7))
r mn=r o = m y'= n
Or, comme dans la démonstration de (51), on a
é w § Hoo 4 +o0o 1
24(573) EZ ‘582 Y. =00
u=1 u=1m=1 u=1 m=1
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=5(1+(s—1)1og5+...)($+7+...) =5($+(7+10g5)+...),

ce qui donne en prenant le terme constant du développement en série de
Laurent:

i%(g) = 8(y +log ).

On obtient ainsi:

73(r) .‘

i
r2

| By x| < 75(k)k? (7 + log k)*
r|k

d’on:

Ey i < ki7s(k)(k)log® k.

— Comme on a:

(1) = gt (o 7Y i con )] [t P o

CosT\3 . sT\37 AT B+ Cr
e per g ol () o [ 2 o ]

les majorations obtenues précédemment donnent lorsque ’on calcule le terme
constant du développement en série de Laurent:

E(O%) < k3 (k)r(k) log® k,

ce qui termine la démonstration.

4. Quelques propriétés des fonctions spéciales

a) La fonction gamma d’Euler
Rappelons d’abord la formule de Stirling dans le domaine complexe:

Lemme 13. Soit § < m un réel strictement positif fixé. Alors:

F(s)=\/%exp[(s—%) logs—s] (1+(9<i)) (67)

|s|
dans le secteur larg(s)| < w — 4, |s| > 1.
On en déduit le comportement asymptotique dans une bande verticale:

Lemme 14. Dans toute bande verticale fitée A < o < B, on a:

pourt>1: T(s)=v2rt> % exp ( - %t it + g(a— %)z) (1+0(%)), (68)

pourt < —1: T(s)=v2r(—t)* 2 exp (%t—it—g<a—%>i> (1+(9(_it)>. (69)

PREUVE :

— Supposons d’abord ¢ > 1. Comme A < o < B, il existe § > 0 tel que pour
tout s dans la bande et tel que [t| > 1, on ait |s| > 1 et |arg(s)| < 7 — 4. Donc,
d’apres le lemme 13, on a:

['(s) = V2rexp [(0 + it — %) log(o +it) — o —it] (1 —l—O(%))
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Or on a:

, , , , 1
log(o + it) zlogt+%r+log (1— ZTJ) :10gt+l—7r— Z—J+O<—>,

2 t 12
d’ou:
1 .7 1\. io 1 1 1
(s) = Varesp |(s=3 ) logt==it+5 (0—3)i=F (r=3)+0 ()| (+0(3))
Comme ) ) .
o (- 2o +o(2)) =1 0()
on trouve:

I'(s) = V21t~ % exp ( - %t —it+ g(a - %)z) (1 +O(%))

— Supposons maintenant ¢ < —1. Alors:
[(s) =T'(5) =T (o —it).

Donc, d’apres la formule (68):

ry = Voo (5 s 3o~ D) 1 o(5)).

ce qui donne bien (69).

Lemme 15. Dans toute bande verticale fitée A < o < B, on a pour t > 1:

(1 - s)sin % _ 1 ; Lt explit) (1 + (’)(%)) (70)
P(1 - s)eos o = 1Lyt~ exp(in) (14 0(3) ), (71)
o) - S n(iso). o
(1 - 5) cos %77)3 _ 1 I iﬁ%t%_gsexp(?)it)(l + (’)(%)) (73)

et pourt < —1:
P(1—5)sin 2 = L - ()b expit) (1 + 0(_%)) (74)
D(1—s)cos o = %ﬁ(—t)%_s exp(if) (1 + 0(_%)) (75)
r(1 - ) (sin %)3 _ ! ! Led oy ep@in) (1+0(5)), (76)
31— s)(cos%)g - izlﬂ%(—t)%_%exp(?)it)(l + 0(_% ) (77)

PREUVE:
— D’apres (69), on a, pour ¢t > 1:

T(1—s)= mt%_sexp<— %t +it — g(% —cr)i) <1+O<l)).

75



Comme on a:

sinsw = 1 [e
2~ 2 %P

on trouve:

d’ot1 (70). De méme on a:

ce qui donne:

st 1 7 1, ‘ 1

F(l—s)cos7 = §exp<— Z)\/27rt exp(zt)(l—l—(?(;)),
d’ott (71).

— On en déduit immédiatement (72) et (73). Les formules (74), (75), (76) et
(77) découlent des quatre précédentes en remplacant s par s, puis en prenant
le conjugué.

b) Fonctions de Bessel

On utilisera les fonctions de Bessel K, et Y,, pour n entier naturel, définies par
exemple par les développements en série suivants:

1 n—1 (—1)k(n —k—1)! fz\2k-n (_1)n—1 +o0 5)2k+n .
Kn(z) = 2 l;) k! (5) T 2 k!(Qn H) (2 log E—w(k—i-l)—i/)(k—i-n—i-l))
1S (n—k—1)! 2k—n 1+0<> k 2k+n
Yo(z) = —;g%( ) +;kz_% o n+)k (210g§—1/)(k+1)—w(k+n+1))’

ou on pose, pour tout n entier naturel:

Y(n+1): Z

Les résultats suivants peuvent se trouver dans [29], chapitre 7.

R‘l'—‘

Lemme 16. Soit § > 0 fixé. Alors pour x > 6, on a:

Kole) = () e (14 0(2)) (79)
Yo (z) = (%)%sm (m—%—%) +O(z~?) (79)
Lemme 17.
(¢"Kn(@))' = =" Kp-1 () (80)
(a"Ya(@))' = 2"V, (2) (81)
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c) Transformées de Mellin classiques
On va voir que I est liée aux fonctions de Bessel par la transformée de Mellin.

Lemme 18. Pour % <o <1, ona:

+oo
T Yo(2v/u)u"*du = T?(1 — s) cos 7s. (82)

0
PREUVE:
~ D’apres [25], chapitre 7, on a, deés que |v| < o < 2:
“+oo

Y, (z)z tdr = —25_177_1F(§ + g)F(% — g) oS (S ; Uﬂ').

0

En particulier, pour v = 0, on a:

—2s_17r_1I‘2(%) cos (%) = /+OO Yo (z)z*~'da (O <o < g)
0

— Posons = 2y/u et s’ = 5. On obtient:

L cos(slm) = [ Yo(2v/a) 2y = AL (0<o'< §)
0 Vu 4)’

soit:

_%FQ(S) cos(ms) = /+OO Yo (2v/u)u® " tdu (0 <o < §>

Le lemme en résulte en prenant s’ =1 — s.
Lemme 19. Pour o <1, on a:

+oo
2 Ko(2v/u)u*du = T?(1 — s). (83)
0
PREUVE:
— D’apres [25], chapitre 7, on a, dés que o > max(0, — 2v):
+o0
v s—1 _ ostv—2 f f
/0 2" K, (x)x®  dr =2 1"(2)1"(24-1/)‘

En particulier, pour v = 0:
s +oeo
9s=2[2 (5) - Ko(z)z*~'dz (0 >0).
0
— On pose . =2y/uet s’ = 5, d’ou:

+oo

2 = [ Kevaevat S o> o)
soit: oo
I?(s) =2 Ko(2vu)u®tdu (0 >0),

0
d’ott le lemme en prenant s’ =1 — s.
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Lemme 20. Pour -3 <c¢<1, on a:

1 c+ico (1 - s ST
Vo >0, sinz = —/ wﬁds. (84)
27 J o ico s

PREUVE:
— D’apres [25], chapitre 7, on a, quand —1 < ¢ < %:

1 c+1i00 s
i = 0 F ( i —) _Sd .
sine = o - (s){ sin 5 )& ds
— On pose s’ = —s, ce qui donne:
—Cc—100 ! , 1
sine = — I‘(—s')(sin E)xs ds' (-l<e< )
U ) —etrico 2 2
—1 fetiee TS\ 1
= — — in — <
Sin ) N s)(sm 5 )x ds ( 5S¢ <1
1 [t T(1—s)sinZE | 1
- — 7 2 72%d —=< 1).
S s #ds  (-5se<])

Lemme 21. Pour —% <ec<0, ona:

1 c+1i00 (1 — sm
Vo >0, —cosz= % %xsds. (85)

PREUVE:
~ D’aprés [25], chapitre 7, on a, quand 0 < ¢ < 1:

1 c+ico ST
= r(s)( cos 2 ) ds.
ST = 5 - (s)( cos 5 )T ds
— On pose s’ = —s, ce qui donne:
-1 —Cc—100 ! , 1
CoST = — I‘(—s')(cos E)ws ds' 0<e<2)
um —c+ioco 2 2
1 —c+ico 1
=5 o I‘(—s)(cos %S)xsds (0<e< 5)
—1 [T (1 —s)cosZE 1
— S W | S <e<0).
i ). 3 ahds (=3 <e<0)
Corollaire 2. Pour 0 < c< 1, on a:
1 et (1 — ) cos &
Vo >0, 1—cose=— gxsds. (86)
20T Joioo S
PREUVE:
~ Prenons a € [ — $,0[ quelconque, et considérons le contour Cr suivant, olt
T>0:
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a+iT c+iT

a-iT c—1iT
D’apres le théoreme des résidus, on a:

1 I'(1—s)cos &F

— Sds = 1.
2 Je, s v

Si on montre que:

(1 —s)cos

im — 2 x%ds =0,
T—=+00 2T J1quiT i s
on aura:
1 et (1 —s)cos T 1 [ T(1 - s)cos &F
1= —— Q:ﬁds — _/ Q:ﬁds
2T Joioo s 287 Jo_ico s
1 [T (1 —5)cossE
= — Q:ﬁds + cosz,
27 Jo—ico S
ce qui donne (86).
— Or, d’apres les estimations (71) et (75), on a:
I'(1—-s)cosE
HLZDo0F ¢y,
d’ott:
1 I'(1 — s)cos & ¢ T-2-929 qe 1
— #wsds < / T-37 2% do < [ F e ] < ,
27 Jiqsit,ctim) s a logz —logTla — logT

car a > —1, d’ot le résultat.

5. Sommes liées a 73

. . . . . <2 1.
Dans la suite, certaines sommes faisant intervenir la quantité 73(r)(r,k)2 inter-
viendront fréquemment. Les lemmes techniques suivants seront utiles:

Lemme 22.

1 l1—a 2 ;
T3(’I“)(’I“,k)§ T(k)N 5 lOg N SZ' 0 S a < ].,
27a<< 7(k)log® N sia=1,
r<N ! 7(k) sia> 1.
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PREUVE:

— Posons .
7'3 5
M= S
r<N
On a: )
1 T3\T"
M=) d 3 7,
/'a(l
dlk r<N
(r,k)=d

7 —_r.
Soit, en prenant u = ;:

73 (ud)
M = ZdQ Z ( d)a S
dlk u<%’—
(v, By=1

— Soit,

En sommant par parties, on trouve:

d- T dt
P:mzrg(u)+a/l WZTg(u)<<

u<i u<t

-1 cas: 0< < 1.

On a alors: ,
7 log”t 2
/1 i dt K ( ) log™ N,
donc: Na1
iV 2
Pk (d) log™ N,
puis:
l—a .2 3(d) -y, .2
M <« N7 %log NZ L 7(k)N*~%log” N.
dlk Vd

— 2°M€ cas: o = 1.

On a alors: o ,
T log=t
/ Og; dt < log® N,
1
donc:
P < log® N,
puis:
M < log? NZ f < 7(k)log® N.
dlk
— 3®me casia > 1.
On a alors:
T log?t
/ Og dt < 1,
1
donc: Nyl-a
P<<1+(7) log? N < 1,
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puis:

d
M<y Tz(_l) < (k).
ar 4072

Lemme 23. Dans le cas o a > 1, on a:

[

T3(r)(k,r
) (r)(k,r)

o < 7(k)N'=*log” N.

r>N+1
PREUVE:

— Soit, .
_ 73(r)(k,r)?

Q= ) g

r>N+1

On a ")
1 T3\T
Q=) d* Y

d|k r>N+1

(rk)=d

. .
soit, en posant u = 3:

o=y ¥ P s 2 B0,
Ak u>NL dlk

(u,

=

)=1
— En sommant par parties, on trouve:

T3(u) oo dt o0 log? t Nyl-a_
Z e —oz/E o] Z T3(u) K dt<<<d> log” N,

N+1 te
u> NA1 1 N+1 <t —a

d’on:
Q < 7(k)N'~%log® N.

Lemme 24. Pour a > 1, on a:
3 75(r) (kyr) &

(1 o) < N (R,
r>N-+k re IOgNJr%

PREUVE :

T .
— Pourr > 2N, on a N+T > 2. Donc:

5 73<r><k,r>%(1 il )e ¥ E1QILED LI S TG (G L
T r N
ok log F1 SN Nthar<an T OB FET

La premiere somme se majore grace au lemme 23.
— Soit R la seconde somme. On a:

1 a
a0 ey U IOB R
Or
I ud S ud— N — %
0,
gN+§ N+1 '~



donc:

d) 1
R <<€ N1+€—a i _—
% \/E N+k U= %(N + %)

2N
T Sul=-

puis:
R <. NHE_O‘T(k).

Lemme 25. Pour a <1, on a:

s B0k
1

r<N—k re N—j%“
PREUVE: On utilise la majoration
1 r
logN:_% < N+%—7”

ce qui donne:

T3(r) (k)& 1 T3(r) (k,r) 2 3 (r) (k) Bl e
Z ro (1+1 N+%)<<Z a + Z N-i—l—r
r<N—k og —— r<N r<N—k 2

La premiere somme se majore par le lemme 22. La seconde est majorée par:

73(d) T3 (u)u' 1 e—a N T3(d)
Zda—% > 1(N+%)_u<<5N+ ) v

d|k u< Mok d d|k

d’ou le résultat.

6. Transformation de la somme

— On commence par fixer § > 0. Rappelons la formule de Perron effective:

Théoréme D. On considére la série de Dirichlet

+o00o a
f=3 % (o>,
n=1

ot an = O(p(n)), avec v croissante, et:

= Jan| 1
;n—(,:(o(m) (0= 1)

Alors, sic > 1 et si N désigne l’entier le plus proche de x, on a pour x non

entier:
S =g [, 190550 (g o () s )
. (87)

et pour x entier naturel:

5 antqor =g [ s a0 () o (MR o ()
- (88)
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C’est le cas particulier s = 0 du lemme 3.12 de [26].
On applique le théoreme avec f(s) = E(s,2), a, = m(n)e(nk), ¢(z) = 23,
a=3et c=1+4. Dapres (88), on peut écrire:

1+64+4T h 146

D(x,%) = ([ i ) 2; /M_iT E(S,E)§d8+0(xT )+O(Tg([xJ)).

Si on suppose T' < z, comme 73(|2]) < 2%, on obtient:

plf) =g [ BepTaro(F)

L’étape suivante consiste a déplacer le contour d’intégration vers le segment
vertical {o = —0, |t| < T}. Pour cela, on a besoin d’une estimation de E(s,%)
dans la bande —6 < o <1+ 4 pour [t| > 1.

Considérons la fonction auxiliaire:

B(sg) = (G=g) B [ rtom) =]

Elle est holomorphe dans la bande —§ < o <1+ 4.
Sur la droite {o =1+ ¢}, on a:

+oo
E(s,%) <Y T31(+5) <1

Sur la droite {o = —d}, on a d’apres le lemme 4:

() = () P () s it

Imn=r

+z<cos87r) Zrl . Z )(lmn)}

Imn=r

Or d’apres le lemme 11, on a:
| K imom)| < 7 (k)k? (klmn)?,
et d’apres les formules (72), (73), (76) et (77), on a pour [t| > 1:

3
(1 - s)(sin '%T) < |t|%+36
et 5
(1 —s) (cos %) < |t3 13,
ce qui donne:

h k)2
E(s, ) < (k) my Zﬂ%

Donc sur {o = =4}, on a, d’aprés le lemme 22:

B(s,0) < (k14 1D) E ¥ (7 (),
d’om:
E(s%) < (147t
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— Le principe de Phragmen-Lindelof permet d’en déduire que, pour —6 < o <
1+494:

-/ h 3(146—0)
E(SE) < (1+]t)2 ,
puis que pour =6 <o <1+d et [t| > 1:
h 3 . 146—0
B(s,7) < (k) 277 (r(k)ma () T (90)
— Soit C le contour rectangulaire suivant:

—O+1iT 14+0+1T
—6—-iT 1+6—-1iT

D’apres le théoreme des résidus, on a:
% . E(s,%) %Sds = Res(E(s,%) %s,s = 1) + E(O,%).

Estimons les intégrales sur les segments horizontaux. La majoration (90) per-
met, d’obtenir:

s 146
/ E(s,ﬁ> x—ds <Le /
(=0T 1 +3+iT] k/ s —5

On suppose alors:

(kHET) 3(14+6—0) %da.

2
€3
1 S T < 7,
ce qui donne:
s 144 140+e(1+20)
/ P(o1) s <, s A0,
(6T, 1+8+iT] k/ s T T
car k < z5. Donc, en prenant € < —1f26:
pl+28

h s
/ E(s,—) x—ds < .
[—6+£4T,146+iT) k/ s T

et:

p(e4) =gk [ Plef) Saremn(( ) Fa-1) (040 (55)

— Or en utilisant le lemme 10, on a, au voisinage de s = 1:

E(s,%) %S =z[1+(s—1) log;ac—i—%(s—l)Qlog2 z+.. ] [1=(s=1)+(s—1)*+...]
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1 _ o —c_slogk c_1—c_slogk+ Lte_slog’k
x—[ c_3 Cc_9 03‘og n 1 2 10g 5¢-3108 +”']7
kEl(s—1)3 (s —1)2 s—1

ce qui donne:
h\ x? 1
Res (E <S’E) %,s = 1) = %{56_3 log”x + [c_a — c_3logk — c_3] logx

+ [c_l —c_slogk + %C_g log2 k—c_o+c_slogk+ c_3] }

Donc si on pose:

A(x,h) = D(x,ﬁ) - %{%C_3 log”z — [c_3loghk + (c—3 — c_»)] log

k k
+ [%C_g log?k + (c_3 — c_2)logk + (c_3 + C—1)] } - E(Q%)a (91)

W

on obtient pour 1 <T < #=:
S =g [, FCDTero() o

— On utilise maintenant l'expression de E(s,2) fournie par le lemme 4:

E(s,%) = %(2%)38F3(1—3){(sin %)34_2.07‘1%[ Z (K_Ek—i-KEk)(l,m,n)]

r= Imn=r

+i(COS 8771-)3 +ZOO rll_s [ Z (K—E,k - Kﬁ,k) (laman)] }7

r= mn=r

ce qui donne, en remplagant dans (92) et en intervertissant les sommations:

(o) = s S UL s K]

Imn=r

% +j %j(&f%> [l Z_ (K_pp— Kﬁ’k)(l,m,n)] + (9(171;25)’ -

+

ou on pose, pour X > 0:

1 —0+iT

F(X) = —— 31— 5)((sin 5F) A2
I(X):= T r'a s)(sm 2) . ds,
. 1 [T sm\3 X?
X)i=— - — ) —ds.
J(X) Sim s ( s)(cos 5 ) p ds

7. Estimation des termes d’erreur

a) Troncature de la série

— On commence par se restreindre & r < N dans les séries de (93), N étant un
entier que l'on déterminera dans la suite. Evaluons ’erreur ainsi commise £.
Compte-tenu de la majoration (64), on a:

& < k¥ (k) T:;:ﬂ T3(r)ik,r)% { j(Sinr)‘ N ‘j(&fk#)‘}
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On va étudier la contribution de I, celle de J s’étudiant exactement de la
méme maniére. On découpe I(X) en trois intégrales I) (X), Ir(X) et I3(X)
correspondant respectivement a t € [T, — 1], t € [-1,1] et ¢ € [1,T].

On a d’abord

B 1 —0+1i 3X8
LX) = %/(s . r3(1—s)(sm %) “ds < X7

Donc les intégrales I, apportent une contribution:

3 5(r) (k)2 k3O k3+30m (K 5(r) (k)2
b akingy Y BOUEDT K ) o ikt
r>N+1 r>N+1

ce qui donne, d’apres le lemme 23:

kA9, (k)7 (k)

& <L N 20

log® N.

Ensuite:

B —0—i 131 _ 3
Il(X)—L/ M(sin%) X?ds,

- 2’Lﬂ' —§—iT S
avec, d’apres la formule (76):

(1 -s)

1
8 —_—

(sin %)BXS = A(=)3 X0 (140( ),

ol A est une constante et:
F(t) := 3tlogt — 3t — tlog X.
Donc
T T
7 _ _— 1435 iF(t) l — -3 1436 iF(t) 1439
(X)) = AX /1 £330 (1+O(t)>dt AX {/1 thH 30O e o(TH) |

Pour estimer 'intégrale, on utilise la méthode de Van der Corput:

F'(t) = —log (%)

On prend maintenant .
v (v 1)

et on impose
1<NKLuz,

2
de maniere & avoir T' <« &=,
Par ailleurs, on aura T' > 1 a condition de supposer:

k?3
N > .
— 8wy

Lecas 1< N K g sera étudié séparément.

3
Pour X = 8”,?3”, on a:

T
F'(t)] > log ——,
7)) 2 108 =
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ce qui donne:
- 1
N(X) < X—074+38 (1 +

logNﬁiE—)'

On utilise cette majoration quand r > N + k. Pour N+ 1 <r < N + k, on

utilise la majoration grossiere:
L(X) <« X7073+30

d’o1 une contribution:

& =& +¢&,

avec: 5. a5 L a5 .

k213 K)Tz13 kor)z 1
5{ = - 7-3(5) - Z 73(7’)1(+(;7’)2 (1 + 1 r

v PSNAE 08 N1
et 3 S 3 F} 1
PO e YOOV 73 (1) (k)

1= 70 146
N+1<r<N+k

D’apres le lemme 24, on a:

7=1+(5
r>N+k

d’on: L
& Lo (Nx)skN® T3 (k)7 (k)

Par ailleurs, on a:

3 T3(r)(r,k)%(1+ l_rr) <. N*=5r(k),

)

Z 73(7“)(16,7“)% < Z 73(d) Z T31(f6) <. kN*T100(k),

rl+d ds+o
N41<r<N+k d|k NA1 gy Ntk

donc:
&' <. (Nz)skN°r5(k)7(k)

On rassemble les deux majorations en tenant compte du fait que:

u

1

xTr3

3 -
3

N <= (N2)ok < kziN~5

et
1
€T3

1< (Nz)s = (Nz)ok

ce qui donne: , )
& < kx3N7s.,
— &3 se traite exactement de la méme fagon. De plus:

k.3
:L'>>N>>7:>52<<51.

Donc finalement: , )
E K krsN™ s,
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b) Transformation des intégrales

— D’apres le paragraphe précédent, on a obtenu:

M) =5 S HEE)E @ nat sz mn)
r<N 1

LMMN=—r

ik 1.
tom 2.5/
r<N

8mizr 2 _1
<—k3 )[ Z (K—E,k - Kﬁ’k)(l,m,n)] + O(kzs T N~3),
Imn=r
(95)
car:
N< o= ka3t N~ > kgs NG,
L étape suivante consiste a remplacer I par I et J par J — 1, o
1 petotico (1 -s) ST

I(X ——= | si 3Xsd
( )_ % %—i—é—ioo S (Sln 7) 5

et

J(X):=

1 %+6+ioo 1—\3(1 _ S) ( ST
2im L45—ioco s

3 iy
c0s7) X?ds.

Comme les intégrandes ont respectivement 0 et 1 comme résidu en s = 0, cela
revient & remplacer le chemin

—G+iT —O+iT 1/6+08 +iT

par:

—§—iT —&—iT 1/6+8 —iT

— Evaluons d’abord l'erreur F sur les segments horizontaux. Compte-tenu de la
majoration (64), on a pour le segment [—4 £ iT,¢ + & + iT):
k,r)
i 5 B,
Fi < k213(k) E -

3(1 _ 3pr s
r<N {‘ /[—aiiT,éHiiT] y(sin %ﬂ>3<ﬁ—3m) ds‘

P 3
g 55 (Y,

Or, d’apres (72), (73), (76) et (77), les intégrandes sont

=

87r3x7')0

130
<71 ( 3
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Donc:

1 3 .
F< k%T3(k) Z 73(r)(k,r)? / T%_SU(STI‘ xr) do,

r
r<N

d’ott, comme T = 2% [z(N + 1)] 3.

soit: )
% %4_5 T3(k)(k,’l“)§

Par conséquent, d’apres le lemme 22:
F < kat NoT07(k)rs (k).

Reste & estimer l'erreur G sur les demi-droites verticales. A cause de (64), on
a pour la demi-droite [§ 4+ 0 £iT,§ + & £ ioo|:

1

3 T3(r )( 5 ‘/ 91 —s) (. sm\3/8m’arys ‘
G+ < k273(k) Z — st} et — (sm 2) (—k3 ) ds

r<N

P 3
s " 3 Y )

avec, d’apres les formules (72), (73), (76) et (77), des intégrandes qui sont de

la forme: .
AJt1E3 exp(3it) (87;%) (1 + O(%))

1 1

c’est-a-dire:

ol:
F.(w):= [3wlogw 3w —wlog (87; :L'r)]
Donc

g < k1—367_3(k)w%+6 Z TS(T)S(kar)E

5 5
<N T°

/;“’ e (1+o())al

On écrit alors:
G <G+ Gy +Gs + Gy,

avec:

G o Wi 3 D

5§
r<i re

[ (o))

G = kit S RO TR (o)),

r<N T
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Gy = k1—367_3(k)w%+5 Z T3(r)(k,r)2

D) [T (o (3 )al

r<N—k
L 2T i, ()
BEPREY 340 73(r)(k,r) 2 / e ( ( )) t‘
Gy := k03 (k) N_;<N 55 . w +0 dt|.
>N
— Dans Gy et Go, on a toujours

E2(0) > log [ 2 (1

3
— > 2.
r T) ] -
Donc, d’apres la majoration de Van der Corput

G+ Gy < k307

Nl"‘

6+5T—35 Z T3(r

r<N
ce qui donne, d’apres le lemme 22
1-36 46 k 0 1459 2
Gi + Go < K 3075 (k)2 (—(Nx)%) N+ 10g2 N7 (k)
puis:

Gi + Go < kr3(k)7(k)zs N© log® N.
— Dans G, on a, d’apres la majoration de Van der Corput

[ (e o())ae (s

log N+g )7
d’otl, d’apres le lemme 25

”

Gs <o krs(k)r(k)zs Ns+e,
— Enfin, dans G4, on majore grossierement I’intégrale par 7'73°, ce qui donne

Gi < kr3(k)zs N9

)3 T3(r)(k,r) ) (Nx)s

N—k<r<N T%_é k
>4

Or on a:

_ (d) 73(u) 73(d)\ \ro—24e
V= e Z ds—9 Z ui-o <Le (Z Vd )N k,
e d|k TN_kSuS%— d|k

r>7 UZ%
d’on:

G4 <. kT3 (k)T(k).’L‘ﬁN6+E Gl

N 3
— En rassemblant les résultats précédents, on obtient, comme pour £

G < kx3T¥ N3

— En rassemblant les majorations de F et G, on obtient

A(a;,—) 27T3 Z (87r wr)[ Z (K 5+ K5) (0 m")]
ik

(96)

N 1 [J(87r3x7'
273 r k3
r<N

Imn=r

) 1][ Z (K—Ek_Kﬁ,k)(l,m,n)]+O( e3P N

(97)
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8. Estimation du terme principal

a) Calcul de I(X) et J(X)
Lemme 26. Pour tout X >0, on a:

I(X) = /Om (KO(Q\/_) - —Yo(zf)) sin fdu
J(X) = /0 - (Ko2va) + Z¥o(2vn)) (1 - cos %)du.
PREUVE:
— Posons LX) L c+ico I‘3(1 _ S)Xs<sin S—ﬂ->3d8
27 Jolioo s 2 ’

et supposons pour l'instant % < ¢ < 1. En utilisant I’identité

(s' 577)3_18, ST 1(5' ST[‘)(COS )
in =3 in 5 5 in 3 s

et les lemmes 18, 19, on obtient:

c+ioco +oo F 1— 8 sin T8 . . B
L = 2ir /(, / (K0(2\/17)—§Y0(2\/ﬂ))u dsdu.

Or, d’apres le lemme 16, on a:

Ko(2v/) = Yute 2 (14 0(u)).
Yo(2vu) = Tu 4sm(2\/_——)+(9( )

De plus, d’apres (70) et (74):

I'(1 — s)sin
G

(100)

(101)

Pour % < ¢ < 1, intégrale double est donc absolument convergente, ce qui

permet d’intervertir les intégrales. On obtient ainsi d’apres le lemme 20:

L(X) = /0 " (Ko(2vi) = S¥o(2v/)) sin —du

— On étend maintenant ce résultat a ¢ € [+,1].
Soit ¢ € [£,2] et ¢ € ]2,1], et soir Ry le contour suivant:

c+1iT c’/+1T

c—-1iT c’/—-iT
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On a, d’apres le théoreme des résidus:

R Gt (sin ﬂ)BXSdS =0
2 Rr S 2 ’
Il suffit donc de montrer que:
3(1—
Jim ' -s)

(sm —) X%ds =0
T=+400 J{etiT, ¢! +4T) S 2

pour montrer que I, = I’. Or, d’apres (72) et (76), on a:
- 3
7( ) (Sin ﬂ) < |t|%_3".
S 2

Donc:

31— 3 < X\
/ M(sins—ﬂ> Xsds<<T%/ (—3) do
[eiT, ¢’ +iT) s 2 . \T

X7 1 e T3—3¢ 1
ﬁ) logX—3logT]c < logT <<logT’

<[

car ¢ > L. D’ou le résultat.
— L’égalité (99) se démontre exactement de la méme maniére, en remplacant le
lemme 20 par le corollaire du lemme 21, et en utilisant I'identité:

(COS )3_ 1COSS7T+ I(COSSF>COS S
2) T2 9 Ty 2 s

b) Comportement asymptotique de /(X) et J(X)

Lemme 27. On a, quand X tend vers +oo:

I(X):iXscos( X3) +0(X%), (103)

J(X):—MX3 s1n(3X3)+(9(X%). (104)

PREUVE:
— II suffit de montrer que:

o=

);

+o00 . .
f1(X) ::/O Y()(Q\/E)(l_ei%)du: TX%eBiX§ Lo(x

+o0o

f(X) = Ko(2vu) (1 - €% )du = O(XF).

0

— Commengons par étudier f;(X). Soit A et B deux réels tels que 0 < A <
1 < B. Posons t := X5 et effectuons le changement de variable v = % On

obtient: N
o > 2t TN
h{X) =t /0 YO(\/T;)(l € )vz'
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— Soit,

A 2t oy AU
Z ._/0 %(%)(1—6 )

D’apres (81) pour n = 1, on a:

2= [ 1 G COlumemm =g [ G [ (Gh) ooy

ce qui donne en intégrant par parties:

A =gl [ ()0, + [ o (e

Or on a, d’apres le lemme 16:

2t vi . (2t 3w vi
Donc:
A 2t 3T\ i1 1 1o 1
Zl ﬁ . v 4Sln<%—4>€ dv+OA<t_%)_2\/H(Z2 —Z2)+OA(t—%>,
oll:
s [ (e (3-0)) _ i /“‘ vl d (s (3-))
% _/0 vi A v2¢1dv( ' )d”
ce qui donne en intégrant par parties:
5 t s A A 1 T s
7 = ([ 2 lote] y [1 U e (3-)) ) )
tll1F o2 0 o 4(1Fv?2)
Donc: 1
Z§t<<?,
puis .
Zy LA —5- (106)
ta
— Soit, oo
ﬁ _ ity d_U
Zs _/B Yb( v>(1 ¢ )v2
D’apres le lemme 16, on a:
2t vi /2w %
Donc oo
L[ 2 Ty o, (L
ZB_\/H/B v%sm(\/a 4)(1 € )+03<t%)
_ b + _ = _ g+ - 1
SN AL Z5+Z5)+03(t%),
ol: oo
)
B w1
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On a:

v%(@% F ]_) dv

ce qui donne en intégrant par parties:

L igr b (e (3-g)) ]t 1/+°° e S
S t{[vé(v%q:l)e ' ]B +4 B v4(v% 1)26
Donc X

Zf<<;.

Par ailleurs:

2t = if/m dv i(eﬂ(z_g_%)),

t B ’U_%d’l)

ce qui, en intégrant a nouveau par parties, donne:

ifr 1l si(ze-g)yte 1 T du
2t =il O
5 t ’U% B 4 B ’U%
d’ott )
ZE < -
t
puis:
1
Z3 <B 3
(2
— Soit

D’apres (107), on peut écrire:

1 Baw . s2t = ito
Z@——,H N U—;Slﬂ(\/—a—z)(l—e )+OA’B(
— i + _ 7= _ 7t — i

_2\/7r—t(Z7 Zs — 74 +Z8)+OA7B<t%>7

avec:

Pour Z;, le méme calcul que pour Z, donne:

i 1 i(to-(2-2))17 1/3 0% +1
Zy = t{[U% v%+1)6 Vv ]A—i- e
d’ou: 1

77 < 5.

Pour th, le méme calcul que pour ZF,i donne:

- i%{ [ileii(%—%)]B 41

A vi(v?+1)

A

)},

(108)



d’ot: .

7 < -
Pour évaluer Z;, on utilise la méthode de la phase stationnaire, sous la forme
suivante (cf [8] ou [5]).

Théoréme E. Soit g et h deux fonctions réelles indéfiniment dérivables sur
[A,B]. On suppose que h' ne s’annule qu’en un point C tel que A < C < B,
et que l'on a g(C) #0, h'(C) # 0. Alors, quand t tend vers +oo:

/B ’ ‘{(W)%g<o>eﬁh<0>+%+0(%) 5i B(C) > 0

g(v)e’th(“)dv 1 ; in 1 .
A (=) *9(C)e™M =T + O(1) s h"(C) <0.

On prend ici g(v) = 2+ et h(v) = % + v, si bien que h'(v) = 1 — % ne

v2

s’annule qu’au point C' = 1 €]JA4,B[. De plus g(1) = 1, h"(1) = 2 > 0 et
h(1) = 3, donc:
B 1
dv i(tv—i-?—‘) ™\ 2 3it4 i 1
- Vo) =92 — Ty _
/A vi© (375) ¢ +O<t>’
puis
1
+ _of T\2 3it 1
Zn _2<3t) ¢ +O<t)'
Donc
V3 1
Zg = e’ : 1
6 e +Oa,B (t2) (109)
En rassemblant (106), (108) et (109), on obtient:
] 1 aivd 1
h(X) = %gw”” +O(X),
ce qui est le résultat voulu.
Reste &4 majorer:
+oo . teo 2t iy AU
X)= Ko(2 1—e'v) =¢ Ko —=)(1—e")—.
R = [ RV = [ R () 0-em

D’apres le lemme 16, on a:

Ko(2) =5 i ¥ (1 o (D).

4t 2t itv dv S -2 1 dv
/0 K0<\/1_})(1—€ ) \/_/ 76 <<t_§/ d’U Ve ’U_%,

d’oll, en intégrant par parties:
442 —2L 42 4¢?
2t oy dU 1 (re vvq4t 1 dv _ 2t 1
/ KO( )(l_eltv)_A<<_3{|: 1 ] +_/ —5€ \/%}<<—3
0 VU v2 ts vi Jo 4 ), wi ts

De plus:
Hoo 2t Lo do T du 1
( ) L-e™) / V2 2’
[u? \Vo (e )1)2 < ar U < t?

d’on finalement,

ce qui termine la démonstration.
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9. La formule de Voronoi tronquée

— On peut maintenant reporter les estimations du lemme 27 dans la formule

(97). Pour 1 < N < w et N > & 3I,onau:
32reirs 6 5 L
A(x,—) %3 Z [7?\/_ T cos( w(;x) )+0<(7';)6 )} [l z‘; (K_s 4+ EK7,) (mn)]
k) 1 \/32 1 1 ) 6 ( 1 )l
_;?KN;[WG ww};rs sln( T 7];:5)3) 1+(’)((k;)][lﬂ;r(K_Ek_KEk)(l,m,n)]

+O(kz3 P N=3).

Donc, d’apres la majoration (64):
h T3 \/_
o) S Lot
ms \/_ 1 ;
L n (7

+O ket N 1 O(KEry(k) Y (ko) () (1+ (“”)%)).

r<N k

(ra)s

Y (Kip+ K g,) Gmon)]

Imn=r

(ra)s

)[ Z (Kpx = K_p) (bmin)]

Imn=r

— Le dernier terme d’erreur vaut:

H=kims(k) D R)Ta() 4 b oy () 3 (kr)275(r)
r<N " r<N r

soit, d’apres le lemme 22:
1
H < ks (k)7 (k) (k¥ log® N+(Na) ¥ log? N) < krs (k)7 (k)(Nz)¥ log® N(1+T—l),
2
et, comme on suppose gz < N L x:

H < kx3 TP N5,

— Le théoréme 1 est donc démontré dans le cas
poser

< N < z, a condition de

8ﬂ3z

CQ(k) - 20 3
c1(k) := —c_slogk + (c_2 — c_3),
co(k) == 2c_3log” k + (c—3 — c_2) logk + (c—3 + c_1).

On vérifie facilement, & partir de leurs expressions explicites, que c_1, c_» et
c_3 sont majorés par k° pour tout € > 0. Donc on a, pour ¢ = 0,1,2:

cilk) <. ke

— Reste le cas N « g On a par définition:

A(:L‘,%) = D(x,%) - %[CQ(k) log® z + c1 (k) logz + co(k)] — E(O,%),
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avec:
D(z,%) = ; m3(n)e(2L) < zlog” z,
Vi € {07172}7_ Cl(k) <<6 kea
E(0,) <« k373(k)r (k) log® k.

Donc, si on suppose en outre k < x%, on obtient:
h
A(x,;) < zlog? z + k73 (k)T (k) log® k < 2120

Le terme principal dans (38) est, d’apres le lemme 22:

1
< m(k)kras Y M < (N2)3k?r5(k)r(k)log? N < 229
r<N rs

.3
Enfin, comme N < ’”?, on a:

2425 p7—12 1426

kxst2ON—s > gl+20)

ce qui acheve la démonstration du théoreme.
Pour prouver le corollaire 1, on choisit N = w3k (qui est < z car on suppose
k < x%) dans le théoréme 1. Le terme principal dans (38) est:

< (N2)3kzrs(k)r(k)log®> N <. z2t°k1,
et le terme d’erreur est:
<. kx3tPN—3 <. x%“k%,

ce qui donne le résultat.

Notons enfin que le résultat donné dans le corollaire 1 peut étre amélioré de
maniere significative, comme me I’a indiqué G. Tenenbaum ([24]). On peut en
effet obtenir un terme reste meilleur:

O((1)*)

uniformément pour k < z, en utilisant la majoration suivante (voir [22]):
Théoréme F. (Montgomery) SiT > 2 et k > 1, alors:

T
3 / |L(o + it,x)|"dt < (k)T (log kT)",
T

x mod k

a condition d’avoir 1 — (logkT)™" <o < 1+ (logkT)™".

Ce résultat profond repose sur une équation fonctionnelle «avec poids», vérifiée
par les fonctions L.

Pour ce ramener & ce théoreme, on prend pg assez grand, et on considere la
fonction multiplicative f telle que, pour tout v > 1, on ait

v\ 0 SIPSPO
f(p)_{3v Sip>p0

si bien que pour pg > 3%, on a f(n) < nf. Par ailleurs, si on écrit 73 = fx*h,
on a:



Par conséquent, il suffit de montrer que le terme d’erreur de

> swe(ng)

est O((]|§) € *°) uniformément pour k < =.
Comme f est compléetement multiplicative, on peut écrire:

+Oof " E\ 2 rm)x(n
Z ( k Z . Z G(X’E)Zlf( 1)1)8(()7

n=1 d|k x mod &

avec, d’apres la majoration classique des sommes de Gauss:

vm
G(x,m)| < —.
Glem)] < 200
La formule de Perron donne alors:

14e4iT  +o0 f(n) (n_h) 8 plt2e
S me() =5 [, (ZT ) e o)

n<z 1+e—iT n=1

Or la série de Dirichlet mise en jeu peut s’écrire en fonction de:
+oo
f(n)x(n
Z % = L(SaX)3H(87X)7
n=1 ’

ou H(s,x) est absolument convergente pour o > % + ¢, ce qui donne un terme
d’erreur:

Quand o tend vers %, on a:

H .

Par conséquent:
1 1
H(— - )‘ log kT.
‘ 2 + log kT X)| < og

Enfin, on utilise le théoreme de Montgomery, d’ou le résultat annoncé, grace
a la formule de Holder et & une intégration par parties.

Nous verrons néanmoins dans le chapitre suivant que pour de «petites valeurs»
de k, on peut encore améliorer ce résultat.
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Chapitre 4

Formule de Voronoi pour 73 -
Applications

— L’objet de ce chapitre est d’établir une formule de Voronoi pour la somme

d’exponentielles suivante:

D(x,%) = Z ITg(n)e(%),

otl 73(n) est le nombre de manieres d’écrire n comme produit de trois entiers
naturels non nuls, et A, k sont deux entiers premiers entre eux.

On s’intéressera ensuite, a titre d’application, au comportement asymptotique

de 1a somme: /
D(z;lk) := Z T3(n),

n<a
n=I mod k

qui est liée au comportement de 73 dans les progressions arithmétiques. On
retrouvera ainsi un résultat dii & Selberg, et redémontré d’une autre maniere
par Smith.

Ce travail s’inspire largement de la méthode mise au point par Jutila, que I’on
peut trouver exposée dans [8].

Pour étudier la somme D(z,2), on aura recours a la somme auxiliaire:

(o) = ey X (g )

n<z

définie ici pour > 1 et a > 0.

On commencera par obtenir une formule de Voronoi pour cette somme dans
le cas ou a est supérieur a %, puis on en déduira le résultat correspondant
lorsque a est un réel strictement positif quelconque.

Le cas ot a=2+¢ (¢ > 0)

Pour ¢ =144 (ou 6 > 0), on a, d’aprés une généralisation de la formule de
Perron (cf par exemple [4]):

D, (x%) = 22%/_:0 %E(s%)ds (110)
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On suppose d’abord a = 2 + € et on veut déplacer le contour vers le contour
Cp suivant:

=52+ bti

-5/2-i b-i

ou b sera déterminé ultérieurement.
En utilisant 1’équation fonctionnelle (45) et le principe de Phragmen-Lindeldf,
on obtient, pour ¢ borné et |t| > 1:

h [t]2(1=20)  sig < 4§
E(S’E> Cys { [t]20+0-0) & —§<o<1+4 (11D

On en déduit:

I(s)z>*e h |t|2 300 sio < —0
W g <
I(s+a+1) <S’k> < {|t|%_%("_5)_a si—-6<o<1+4

Par conséquent, les intégrales suivantes:

1

2im [b4iT,c%iT)

h) Fws+“F(s)

ok (s+a+1)

Ts—30—a;—5 T3—5(0—0)—a 146
: | )

ds<<[ s

tendent vers 0 quand T tend vers +o00, & condition de supposer b > % - 3.
— On a besoin également des résidus en 1, 0, -1 et -2.

En s = 1, on utilise les développements en série de Laurent suivants (cf le
lemme 10 du chapitre 3):

hy  ca(k) coa(k) —c_g(k)logk c_1(k) —c_s(k)logk + Lc_3(k)log® k
E (SE) =i —1) Ks—127 s 1) +

2
gt ="t 1+ (s — 1) logz + (s — I)QIOng +...]

T(s) = 1+ T'(1)(s — 1) + %(s S 4

F(s+a+1)=I‘(a+2)+(s—1)F'(a+2)+%(3—1)21""((1—1—2)4—...

1 1 T/ 19072 — TT"
T(sta+1) T(a+2) {1_F(“+2)(5_1)+§T(a+2)(s—l)2+. -}
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ce qui donne, en regroupant, et en utilisant le fait que I''(1) = —~:

F(S):L‘SJ"a h a+1 !

)E<s k) 5= 1] m{q(lﬂ) log? z+ [cl(k)—ch(k) (7—1+%(a+2))] log =

Res[r(s ta+1

!

Feotk)—ea (k) (147

1—\/2 _ lFF“ P/ Iw(l)
- 27 —1)— —
(a+2))+265 (k) (— 2 (a+2)+ (=D 1 (a+2)+—— =) | }.
(112)
oll on a posé comme auparavant:

{Cz(k) = % 3(k)
c1 (k) = —c_ (k)logk+ (c_o —c_3)(k)
co(k) == % 3(k)log® (k) + (c_3 — c_o) (k) logk + (c_3 + c_1)(k)

Remarque: Dans le cas ol a € N, on obtient:

[(s)zste hy 1 attt any
Res[ir(s Fap— I)E(S’E)’S = 1] = Mat 1! {cz(k) log? =+ [cl(k)—202(k) ,;2 ﬁ] log
a+1
+[ ) — e (k Z +2ek) Y L]} (113)
2<m§n§a+1 min

et en particulier, pour a = 0, on retrouve:

8§

T hy 1 =@ 9
Res[?E(s,E),s = 1] =7 [c2(k) log® @ + ¢1 (k) log x + co(k)]. (114)
En s = —v (v € N), on obtient comme résidu:
- Sia¢gN:
[(s)zste hy _zr(=1) h
Res[F(s +a+ l)E(S’E)’S N _V] S vl(a—v+ l)E( B V’E)'
- Sia€eN:

F(S)ws+a h wa—U(_l)uE( o h 0<y<
N Bls=):s=—v| =< Taor v, ) pour 0 <v<a
ReS[F(s+a+1) (S’k)’s V] {0 (a=v) i pour v > a+ 1

En utilisant ce qui précede (toujours avec a = 2 + ), on trouve:

Da(x,%) = %{CQ(M log? z + [Cl(k)—QCQ(k) ('y—l+%(a+2))] log x

[ ) —ca(k ('y—l+ a+2))+202(k)<1—”2_1_‘—2%1—‘1—w(a+2)
e )]}+Z%E( vi)+ 2o
(115)
avec: xs—i—a s
Aa(w,%> - %/&EG,%)mjL—g&)l)ds. (116)
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— On utilise maintenant ’équation fonctionnelle (45), d’ou:

A“(””%) :41'];4 /cb (%)33?3(1 )| (sin _) Zrl P 2 (K gyt K ) (bmon)

Imn=r
AN E)
(cos —) 27«1 - Z )(l,m,n)] —I‘(s+a+1)ds
Imn=r
Comme a > 2, on peut supposer 5 — 5 < b <0, ce qui assure la convergence

absolue de la somme double.
On peut donc inverser les sommes, d’ou:

a £ s
(o) =3 2l [P0 (0 3) CF)

27 .0 190 3 s
S [ e ) ()

et finalement:

Ry kr® X1 873
(o) S S () g

r= Imn=r

ikz® X1 8mixr
on3 - ab(k—?’) Z (K_Ek _Kﬁ7k)(l7m7n)7 (117)

r= Imn=r

ou on a posé, pour tout X > 0:

Lop(X) = 2; F3(1 - s)(sin %)S%ds, (118)
Jap(X) = i F3(1 - s)(cos %)3%@ (119)

— On a ainsi établi une formule de Voronoi pour a = 2+¢ (¢ > 0). Remarquons

que les intégrales I, »(X) et J, 5(X) Sont absolument convergentes pour b >
1

a
5—3 et semi-convergentes pour b > 5= 3

En effet d’apres (72), (73), (76) et (77) on dispose des majorations:

sm\3 X°T(s) PR
(1 - — ) — |23t 12
( S)(Sm2) Terarn <P (120)
et: 3 XoT(s)
ST S 1
31— ( —) 2 W) g pes 121
(1=s) 55 I‘(s+a+1)<<||2 ’ (121)
si bien que pour b; > % et b > 5 — %, les intégrales:

3 XsT b
/ (1 - s)(s1 ﬂ) _XT(s) ds < / T3-030 X94q
[b1 44T, ba+iT] 2/ I'(s+a+1) by
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T%—a—3aXo' b
log X — 3logT]

tendent vers 0 quand T tend vers +o0.
Par conséquent la convergence absolue de I, p, (X) entraine la semi-convergence
de I 5, (X). De méme pour Jgp, (X).

On peut donc rééerire, pour + — £ < b < 1:

‘|
b1

h) _ ka® =1 a7b(87r3xr

Aa (ZU,E = ﬁ 2 ; k—3> 2 (K—E,k + Kﬁ’k)(l,m,n)

Imn=r

ikt *X1 8mizr
+W ;Ja,b (‘7;{:3 ) Z (K—E,k - Kﬁ,k) (l;m;n). (122)
r=1 Imn=r

On prend donc b € [§,1[ quelconque, qui restera fixé dans la suite, et on note

désormais:
{ Ia(X) = Ia,b(X)
Ja(.'lf) = Ja’b(X)

2. Passage aucasa=1+¢

a) Dérivation des intégrales I,(X) et J,(X)
On va montrer le résultat suivant:

Lemme 1. Poura > 1, on a:

% [waIa (87123:57“)] — el (87;:3”), (123
% [waja(&rl‘:gxr)] — el (87?1;537')' (124
PREUVE:
— Formellement, le résultat provient de:
i [xa(@)sF(s tat 1)_1] =27 (M)SF(S +@-1)+1)7"N
dx: k3 13

— Posons

g(s,x) == T3 (1 — s)(sin 5

On veut montrer que pour xg fixé:

. 9(s,x) — g(s,;x0) _ Og _
lim ., [— - a—w(s,xo)] ds = 0.

T—T0o r — X0

Soit € > 0. En intégrant sur le contour:
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b+iT *HT
-5/2+i )
b+i
-5/2-i b
b-iT b’-iT
avec b’ > s — 2 et en utilisant les mémes majorations que précédemment sur
les segments horlzontaux on voit que ’on peut choisir T' assez grand pour
que:
g(s,x) — g(s,w0) Iy €
Vz 2x ‘ — —=(s,x ]ds‘ <=
0 / T — o 833( o) -2

|t|>T

g(s,2)—g(s,z0)

— Sur la partie tronquée & |t| < T du contour Cp, l’expression P

converge vers %(s,xo), ceci uniformément en s.
Par conséquent, il existe a > 0 tel que pour |z — 2| < a:

‘ [g(s,x) —g(s,20) Oy

pra—— 81'(8 xg)]ds‘ <

£
27

[tI<T

ce qui prouve le lemme.

b) Développement asymptotique de I,(X) et J,(X)
On dispose du lemme trés général suivant, que l'on peut trouver dans [3]:

Lemme 2. (Chandrasekharan & Narasimhan) On pose, pour § réel:
(6 —s)A(s)
Tlp+1+6—35)A6 —s)’

avec, pour o, > 0 et B, compleze:

Gy(s) :=

N
As) = [] T(ows + Bo).
v=1
Soit 1
Z,(s) = i /C/ G, (s)xTP3ds,

ou C' est le contour:

cp+iR cp+r+iR

c.-iR

p /I\— cp+r-iR

106



On suppose

cp>c'::max(—%; 1§1/§N),

et r, R tels que tous les poles de l'intégrande sont a gauche de C'.
Si p est entier, on a pour tout m € N:

1 1 1

Ze T i cos (ha:2A + k, 7T)+(9( i ) (x = +00), (125)

ot les e!, sont des constantes, et:

N N
A=Y oy wi= AT+ QA-1)p; 0:=2 > ayloga, — Alog A]5 hi=2e~5;

v=1 v=1

p::%+g(ﬂy—%); d::(—g+ﬁ+4{4)' k:= Aa — u; k,,::k+g.

On a en fait besoin ici d’'une version légerement modifiée de ce résultat, de
maniere a prendre en compte des valeurs non entieres de p, et & se passer de I'hy-
pothese concernant les poles de 'intégrande. On reprend ici la démonstration du
lemme donnée dans [3], en mettant Paccent sur les changements & apporter.

— Posons:

2ATh 24+ (245 + 244)
[(—As—Aa+ 3 -k (3+As+Aa+k)

Fy(s) =

= 2Ah~2AGHIT (245 + 244) cosT(As + Aa + k),

d’apres la formule des compléments.
La formule de Stirling donne d’une part:

log G\ (s) =logT'(6 +Z logT(ay s+58,)—logT'(p+0+1—s) Z logT'(a, (8

v<N v<N

= (As+p—%)logs+(As—A5—p—%—,u) log(—s)—2As+s Z 2a, log ay,
v<N

—Z (a6 loga,,+Zc(1 Y+ O(ls|T™ ),
v<N v<m

et d’autre part:

—s)+pv)

logco By (s) = (As—hu—%) log s+(As—A6—p—%—,u) log(—s)—2As+s Z 2a,, log a,

v<N
-6 Z a, log ay, + Z s +O(|s|7™1),
v<N v<m
a condition de choisir:
{co =exp (B+ % + £ + L) (A7) ! = exp(B — af) (A7) !

=4 > aylogay (A5+p+a)logA.
v<N
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— Par conséquent:

Gp(s) = coF (s [1+Z 2A (|s|:1+1)]

I
|4

L @As 1 24a o) 0(|S|nlz+1 )]

_ P - ¢
—CoFo(s)[H; (245 + 240 - 1).

=sin (7w (A5+Aa+k+1 ZEF2A5+2Aa—1/)+Fp( )O(#)

+1
v=0 ISIm

= > R(6) + B0 )

v=0
avec:
E, = EV(S) = 2ACOCZh_2A(S+&)
Fr(s) := ey 2ATh2ACHIP (24542 4a—v)
VAT p(—As—Aa+ i k)T (L +As+Aath)
ey 1= coClh.
Donc: . )
Z,(s) = i | Gp(s)z™%ds
d+p m 1
:L' - p—
~ 2ir [/,;Fﬁ(s)x sd8+/, F§(8)0(|5|T+1)x “ds|.
Or on a:
1

) Aera) o -
[ Fo(sads = QAL [ A gin (1 (As+Adtk+) )T (2As+2Aa—v)ao " ds.
2im T Jo 2

En posant u = 2As + 2Aa — v, on obtient:

h=Vxd= 2 1 u
w/ h™%sin (W(u—i-v —l—k—l——))l"(u)x_ﬂdu
2w 2AC'+2Aa—v 2 2

_ T | ™ 1\ —u
e,h™V gt 2A —/ cos (mk, + — )T (u) (hx?a du.
~—— 27 Joacr424a—v ( 2 ) ( )( )

e/

On a ainsi montré que:

.'135+p W—%—y 1 ™ ) »
FP —8 — o U ]_" 1
2% // P(s)x™ " ds = e, x4 2ir o cos (ﬂ'k + 5 ) (u) (hsz) du
ou C" est le contour:
2A(c p+a§- VHR 2A(c p+a)+r— V+HR

2A(c +a) - )
2A(c p+a)+r- v-iR
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Sous les hypotheses du lemme de Chandrasekharan et Narasimhan, le fait que
tous les poles se trouvent & gauche de C' autorise & choisir r assez grand pour
que:

/ cos (mhky + %)F(u)(hxﬁ)—uclu = cos (ha:% + k).

Si on ne fait pas cette hypothese, on ne peut pas modifier r et l’égalité
précédente ne sera vérifiée qu’a condition de supposer v < 2A4(c, + @) + r.

— On a donc montré que dans le cas qui nous intéresse, le développement
asymptotique donné par le lemme 2 reste valable a condition de se limiter
am < 2A(c, +a) +r.

— Application & [,(X):

Prenons d’abord «a, = %, 6,=0,d=1,p=aet N=3,dou

A(s) ( r(s)
A(l—s) 1—s

) )3 = 1—\3(3)((308 %)323(1_5)71__%'

Onprend ¢, =1 —bet r =5 +b. On a donc:

en =<0 () (2"

et le lemme donne ainsi, pour m < % - g

1 a

I(X) = Ze,,X$ cos (SX% + (_a+y)ﬂ) +0(X~ 3_m) (X = 400).
v=0

(126)

a=2+¢ m =2

Ainsi pour { @ = 1+ ¢, on peut prendre { m = 2 (e étant assez petit).
a=¢ m=3

— Application a J,(X):

Prenons maintenant o, = %, By = %7 0=1,p=aet N =3, dou

5 T(%7) )° 3 . ST\3 a1 . 8
Aﬁ(—)s)z( g_ ))) =F(5)(Sln7) 93(1=8) =3

puis comme précédemment:
3 X X\ ¢
L) =m1(5) ()

et le lemme donne ainsi, toujours pour m < % -5

(—a+v)m

Ja(X)=;)e;Xl‘+‘”sin(3X%+ ST +O(XTFE) (X 5 +o0).

(127)

c) Dérivation des termes principaux

Pour a =2 + ¢, on a obtenu:

D, (m,%) = %{Cg(k') log® x + [cl(k) — 2c2(k) ('y -1+ 1%(a + 2))] log
+[c0(k) — (k) (7 1+ I%(a—i— 2)) + 2cz(k)(IV2_F72%Flw(a+ 2)
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0o 0 )]} 3 () <)

—v,—
—vila—v+1 k

Pour étudier les cas a = 1 + €, puis a = €, on part du fait que:

h) d

2,7) = —Da (a;ﬁ) (128)

DH( k

On a besoin de connaitre la dérivée des termes principaux:

— En utilisant les relations suivantes:

I r 1
— 2) = — 1 12
(0 +2) = Tla+ )+ — (120)
2 i 2 i I
_ 2= —2 1 — 2 1
T (a+2) T (a+ )+a+1F(a+ ), (130)
dont la démonstration est immédiate (en partant de I'(z + 1) = 2I'(z)), on
obtient:
d zotl 9 I

Ll L -FQ%”” (@2 +0-D = @2+ L) 1)

—%ko“ﬂ—cﬂk)(7—1+%;&k+®)+ﬁcﬂk)(

T kl@+1)

!

{cz(k) log® = + [cl(k) — 2¢9(k) (7 -1+ 1%(a + 1))] log z

+ [eo k) =1 (k) (w—1+%’<a+1>)+z@<k>(W‘F—érw<a+1>+<7_1>%’<a+n+F"“) )]}

(131)

— Par ailleurs, on a:

2 2 a—v v 2 a—v—=2(_1\V —p2

@V:(} vl(a—v+1) % vl(a—1-v) ’

et cette somme tend vers E(0,2) quand ¢ tend vers 0.

— Par conséquent, la formule de Voronoi obtenue précédemment pour a = 2 +¢
est aussi valable pour @ = ¢, & condition de poser:

)= o).

dont on va chercher une expression explicite sous la forme d’une série.

A (:U,

d) Lecasa=1+¢

On sait que:

h ka2te IX1 8mizr
§) = o ke () X (Ko K ()

r= Imn=r

Aote (iL'a

ikx2te IX 1 {3z
N r=1 r 2+€(k—3) Z (K_Ek - Kﬁ,k)(laman)-

Imn=r
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Par ailleurs, comme [, . <€ X7 ¢ et Ji1.(X) < X7¢, les séries:

X1 8rdar
Z ;IQJ’_E (]{;—3) Z (K—E,k + Kﬁ,k) (l,m,n)
r=1 Imn=r

et

= 8mizr
Z ;J2+5( 13 ) Z (K—ﬁ,k - Kﬁ,k)(l7m7n)
r=1

Imn=r

sont normalement convergentes sur tout intervalle [z1,x2] inclus dans ]0, + oo[. Par
conséquent, on peut dériver Asy. (z,2) terme & terme et on obtient ainsi:

hy k't X1 8ad
Al—i—s <x7Z) = ;Tzl;Il+€<7;—3m) Z (K_E’k +Kﬁ,k)(laman)
r=

Imn=r

ikalte IX1 Smixr
o e (T5) X (Ko — K (L), (133)

r= Imn=r

3. Lecasa=c¢

a) Une somme duale de D,(z,2)

Si on dérive formellement Ay . (z,2), on obtient:

hy  kxf tX1. /878
vi) = 2 2 () 2 (Kt Ky ) Wman)
=1

r= Imn=r

A

ikz® <X 1 8m3xr
> () Y (K — Kgy) Lmn). (134)

r= Imn=r

Pour étudier la convergence des séries qui apparaissent ainsi, on introduit la somme
suivante, «duale» de Dq (z,2):

M(e3) = T >t 3 Kusedo) (039

— La série de Dirichlet associée est définie, pour o > 1, par:

hy =

F(S,E) = ni 3 KnalaB). (136)

n=1 afBy=n
En D’écrivant sous la forme
Fe2) =k 3 Kuslaboc(s2)o(s)c(s8), s
a,b,c=1

on voit que F' se prolonge analytiquement en une fonction méromorphe sur
C, avec comme seul pole éventuel un pole au plus triple en s = 1. Par ailleurs
F(s,1) est lié & E(s,2) par I'équation fonctionnelle suivante:

3(s)k3s—1 ST [ . ST
F(1-ng) = ({3 wi(sm T e (o)
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+[(cos%)3—i(sin%)3]E(s,—%)}, (138)

la démonstration étant exactement la méme que pour I’équation fonctionnelle
(43):
b 43 (s)k35—2 sT\3 ./ . sm\3 b
B(1-sg) = mm {[(crg) +i(sn T ) |7 (s)+

(g (s ) ) - )}

— En suivant exactement la méme méthode que pour Ag (x,%), on va établir une
formule de Voronoi tronquée pour Mo (z,2) =: M (z,2).
On fixe 6 > 0 et on utilise la formule de Perron sous la forme suivante (cf [16]
ou [15]):

Théoréme A. On considére la série de Dirichlet
fls)=) — (o>1),

ot a, = O(Y(n)), avec @ croissante, et:

Z el —o(=1) @

Alors, si ¢ > 1 et si N désigne l’entier le plus proche de x, on a pour x non
entier:

1
Y=g

n<m c—iT

c+1T w

f(w)%dwm(

C

z ¥ (2z)xlog x Y(N)z

T(c—1)a)+0( T )+O(T|x—N|)’
(139)

et pour x entier naturel:

c+iT

S et o [ 0 o ) o (MR ()

n<al c—iT T(c—1)~ T

(140)

On commence par écrire la somme sous la forme:

ME) =YY K=Y Y ¥ Kb

n<z aBy=n dlk n<=z afy=n
(n,k):%

=Y > > Klesn)

dlk mg% aB'y:mTk
(m,d)=1

=k7-3(k)2%{ > > Kyl 757}

k
d|k m< zd \/_7'3 3 afy=mk
(m, d) 1

Nl'—‘

Si on pose:

afy="1ak

{k;g/(ak) Y. Kyi(a,pyy) si(md) =1
0 si (m.d) # 1
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on peut appliquer le théoreme avec 1(n) = ng =3etc=1+9. Par
conséquent:

c+iT +oo \/— s
() o gl [ e £ e (5
(m,d)=1 T="a
ro(z(5) )]
°° 1

c+zT
— —ds
Z 2w /c - 1 (mTk)s apy=mk

dlk (m,d)=1

+(’)( e 7'3 Z ds+ )
d|k
d’olt:
b 1 [etiT b\ z* gito
M(m,E> - %/Ht F(s,E>?dS+(’)( - k27'3(k)). (141)
— Ensuite, on déplace le contour d’intégration vers le segment {o = —¢, |t| < T'}.

Pour cela, on a besoin d’une estimation de F(s,2) dans la bande —0 < o <
1+49.

— Sur la droite {oc =1+ 4§}, on a:

( ) Zns > Kor(aB)

aBy=n

1

kQT )2 T 1
<<Z el n1+a P o by ) (h).

— Sur la droite {o = —d}, on a, d’apres I’équation fonctionnelle (138):

3(1 — s)k273¢ . ST X nr rb rb
F(og) = s (o 5) L B[ (F) +e(- )]

+i<cos%ﬁ)3§ ;31( s) [ (%) _e(_ %)]}

Comme I'*(1 — s)(sin %)3 et T3(1 — s)(cos %)3 sont < [¢|2+39 on
obtient pour o = —4¢:

Si on considere la fonction auxiliaire:
= b s— 143 by (k3)s—1-9 s
Fis,—)= Fl(s,—)——1——[r(k)ms(k)] % |
( ’f) (3_2) ( k)\/Efg(k)T(k)[ (E)rs (k)]

qui est holomorphe dans la bande —6 < o < 1+ 4, on obtient d’apres le
principe de Phragmen-Lindelof:

F( Z) < (14 |t)z+0-2)
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pour —6 <o <1+494.
Par conséquent, dans la zone —6 <o <149, |¢{| > 1, on a:

F(s,g

k) < (k[t]) 31+0-9) V. (142)

2
3

En faisant I’hypothese 1 <T < &=, on obtient alors:

M(x,%) = Res(F(s,%)%s;s = 1)+F(07%)+%/5

On pose:

0+iT

R (sg) Sasvo( T

x

s (k)VE).

(o) 2o ) =2 () e () Z10=1) - £(0.1).
On a ainsi obtenu, pour 1 < T K %
x1+26

o(e) =g [ (D) as oM Knw). s

L’équation fonctionnelle (138) permet d’écrire:

ORI UDI(1 — )23 1) w3 TR Ta(r r br
*00) =g Lo e (05 SR ) (T)

- r=1

(o) S B ()~ )] S oS wncn),

r=1

2 X7 =/ 8w b
°(og) = 5 2 S CE) () +e(- )

r=

2 I T3\T) = 7T3£L"I“ _’I“ _7“
g IR () (- 7))

d’oir:

g+
+0( - ki (k)), (144)

avec, pour X > O:

- 1 [ooHT sm\3 X?*

I(X):=— - in—| —

(X) T ( s)(sm 2) . ds, (145)

= 1o sm\3X?

JX)=g | T (1—5)(cos —) = ds. (146)

La suite des calculs est alors exactement semblable au cas de Ag (:L',%) on

tronque la série & N, puis on remplace I par I et J par J — 1, et on fait un
développement asymptotique de ces intégrales.

La seule différence est que — lors de chaque majoration —, on majore e( + bT’")
par 1, alors que pour Ag(z,%), on majorait K, , (I,m,n) par kz7s(k)(k,r)2.
Finalement, on aboutit & la formule de Voronoi tronquée suivante:

.’E%\/_ T3\T Trr % _’I' _7“
() = S ) (S () ()
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b)

+O. (k223 N~5), (147)

valable pour 1 < N < z, qui permet d’obtenir la majoration suivante:
b 1ic,5
@(x,E) <. zitekd. (148)

De méme que la formule tronquée pour ®q (x,%) est analogue a celle de
Ag (x,%), on obtient, en procédant exactement comme dans les paragraphes
précédents la formule de Voronoi suivante:

(o) = 5 8 20 () () +o(- 7))

k22 $X 5 (r) . s 8mdar br br

IV (-2 14
g (T ) () (=T o
a condition de supposer a > 1.
Enfin, de manitre analogue au cas de A, (z,%), le résidu de F(s,2) %81—))

en s = 1 est de la forme:
xa—l—l

WQk,a(IOg ),

ol Qg,q est un polyndme de degré 2 dont les coefficients sont <., k°.

Majoration de ®;(z,2)

La formule (149) obtenue précédemment donne immédiatement, en utilisant
le développement asymptotique de Iy, et Jyy.:

b
O, (x;) <. aiteR?, (150)

ceci pour tout € > 0. On va en déduire une majoration similaire pour @1 (z,2).
Posons, pour Re(z) > 0 et Re(y) > 0:

1
B(z,y) := /0 w1 —u)Y L du.

On sait que cette fonction (dite fonction béta d’Euler) est liée a la fonction
gamma d’Euler par la relation:

L'(2)C(y)

Bly) = Ty

(151)

Par conséquent, en revenant a la définition de @1 (z,2), on a:

s+1
n(op) = 5 [, T T e

1 25TeT(s) (S ﬁ) (s+1+e)B(s+1+¢l—¢)
'k (1 —e)as

_ 1 v l(s) d
2ir Jo, T(s+2+¢) 8
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zi=e 1 (s+1+e)x*tel(s) h !
==—— Els,—|d ste(1 —wu)~°d
r(1—g)2m/ch T(s+2+¢) (Sk) 5/0 w1l — )t du
X

B € ! ., (s +1+¢e)(ux)**teI(s) h
S T(1-¢) /0 (1—u) du% c I'(s+2+¢) E(S’E)ds

i ! d h
= 51 N 1- 2 e 7 )
F(l—e)/o (1) g B (‘”“ k)d“

c’est-a-dire, en intégrant par parties:

—e 1
q’l(w’g) - r(gf— g)/o (1 —dg)l—sq’l“ (“‘%)

— En utilisant la majoration (150), on en déduit:
b 1+e1.2
<I>1(:U,E) <. R, (152)
c¢) Une formule de sommation par parties
Lemme 3. Pour f € C*([a,b]), 00,0 < a < b, on a:
, h h b
> ) Y KurlaBa) = [0o(t7) 10 — @1 (17)7®)]

t —
b} 2
a<n<b afy=n k k @

b b

h‘ 1 ]‘ !
n / @ (1) 1"t + 7 / (Quo+ Qo) (logH f(dt.  (153)
PREUVE: On fait une intégration par parties:

—) 7 (t)dt
a k
a<n<b afy=n

St Y Kalasy) = Mot ) f0)] - / bMo(t,h

= [0 (t,%)f(t)]z + [ﬁ@k,o(logt)f(t) - F(O,%)f(t)]z

d’ou le résultat.

d) Application au cas a =¢

Compte tenu des développements asymptotiques

L.(X) = €. X 5" cos (3xF - Z1) + O(x ) (154)
et

J.(X) = e . X5 sin (3X% - %”) +O(XF), (155)
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pour mountrer la convergence uniforme de (134) pour z € [z1,z2] C]0, + o], il suffit
de montrer la convergence uniforme de:

=1 6rrirs  em
Z‘: rits COS( ko 7) Ig,; K5 (m,n)
et de:
; rits o8 ( k - 7) l’n;:r :I:h,k( M),
donc finalement de
+oo 1 )
7;1 'r‘%"‘% 6( + E(’I‘l’)§) I";:r Kb7k(l,m,n),

lorsque b et k sont premiers entre eux.
En appliquant le lemme 3, avec f(t) =t~ e + %(tm)%), a=1letb=R,on
obtient:

“+o0o

Zr%%%e( %) ZKbklmn
r=1

Imn=r

= (o) e ] o () St (= 25 2]

[, 3

R 2 2
b 3 1\ /4m?xs 43 +2) (2+4¢)(5+¢)
+/1 (I’l(t’E)e(iE(m)s)(k%H% TSt T ot Ja

R
dt 3 1
v [ Qe Q) ogte( = Fet ),
ou on a posé Qr := Q-

— En tenant compte des majorations

<. tEE2, (157)

.

on voit que dans les termes intégrés, on peut faire tendre R vers +oo, ceci
uniformément en z € [z1,22] C]0, + oo[. De méme dans 'intégrale

R 2.2
b 3 1\ /4m?xs  An(3+2¢)  (24¢)(5+¢)
/1 w(tp)e(2500)) (Far S+ e )™

— Enfin, pour le terme en

N (t —) <. titegd (156)
A

/1Rt§li (@ + @ ostre( L)),

on utilise le résultat suivant, qui est classique:
G

Lemme 4. Soient F' et G deuz fonctions réelles telles que + soit monotone
et: I ,
el >m>0 ou el <-m<0
Alors on a:
; 4
F@ | < =, 158
)il da| < = (158)
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On prend F(t) = :I:G—”(tx)% et G(t) = (Qr + Q},)(logt). Comme F'(t) =

+ 2”3 , on dispose de la minoration:
3
F > 73
— Dke T
G * ti(logt)?

car Qy, est un polynéme du second degré. Par ailleurs, pour ¢ assez grand, < 7
est monotone, donc:

/1R (Qn +Q§c)(logt)e(i 2( )%)dt ke (ogt)7t7

Une intégration par parties donne alors:

B at 3 K 1
/1 PSS (Qr + Qp) (log t)e (:l: E(tx)3) ke e

ce qui montre encore que ’on peut faire tendre R vers 4+00, ceci uniformément
en z € [z1,x2] CJO, + o0l

— Les séries apparaissant dans (134) étant uniformément convergentes, on peut
finalement affirmer, comme A, (z,2) = LA (2,2), que pour tout z > 0:

Adeg) =5

400 ]
oy ;JE( ”k;”r) S (K g — Kpp)Gmm),  (159)

r= Imn=r

JFZ (87r a:r) > (K gy + Kpy) mon)

Imn=r

ce qui termine I’'étude du cas a = €.

4. Autre expression de la formule de Voronoi

En appliquant le lemme 3 aux séries intervenant dans I'expression de A. (z,%),
on trouve, avec a = 1, b = +o0, et f(t) = %15(87;6—33“) ou f(t) = 1 J. (8” 2L):

A (e = B T T (e o (w3 + 0 )
i [ (T (0.5 - o ()

2 [ (Quo Qo) tosn 2 ()

Sachant que:
o (o) = 5 3 20 () (4 + (510

-(F))

o 3 ), (B [ ()

r=1
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on peut encore écrire, pour tout x > 0:
(o) = 92 S5O0 (0 17y () (L (55

S O [ - a0 () i (b () Y

+oo

873 :L'u)' (160)

\/— k?
On obtient ainsi une formule de Voronoi pour D., ou n’apparaissent plus les sommes
de Kloosterman. La forme de cette expression étant semblable a celle obtenue par

Jutila pour 75, on peut espérer généraliser tout ce qui précede & 7, ou [ est un entier
naturel quelconque.

(@ +Qp)ogw) ™ L.

5. Les «petites valeurs» de k pour Ao(x,%)

a) Position du probléeme

Comme on ’a vu dans le2 chapitre précédent, la formule de Voronoi tronquée
permet d’obtenir pour £ < x5 la majoration suivante:

h
Ao (xE) <. zitegd, (161)

Comme me l’a signalé G. Tenenbaum, on peut — par une méthode faisant in-
tervenir une majoration en moyenne des puissances quatriemes de fonctions L de
Dirichlet — obtenir une majoration meilleure:

h
Ao (xﬁ) <. whtegd, (162)
ceci uniformément pour k£ < z. L’idée est de se ramener par la formule de Perron

a une somme du type
[ - -
(5] 1 1+t

xmodk

qui est alors majorée grace au résultat suivant (voir [9]):
Théoréme B. (Montgomery) SiT > 2 et g > 1, alors:
> / (o +it,x)|"dt < p(q)T(logqT)*,
x mod ¢ -
a condition d’avoir + — (logqT)™' <o < %+ (logqT)™!

Néanmoins, nous allons trouver, toujours en partant de la formule de Voronoi
3 3 . . . 13
tronquée, et en affinant un peu la méthode, la majoration suivante, pour k < 83

Ag (x,ﬁ

1) <o afrei (163)

qui reste meilleure que (162) tant que k < 25t.
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b) Utilisation de la méthode de Van der Corput

Pour k <« :L'%, on sait que:

h 53 1 6 3
So(n) = " X oo (TE) 2 (s Kot

<R r Imn=r

ir3V/3 1 . /6r(rz)s
* 127 7;% rz St ( k ) ln;:r (Kﬁ,k + K—E,k) (I,m,n)

+O. (ka3 T R75).

— Pour majorer les sommes Y , une sommation par parties, ainsi que le fait
r<R
que K7 . (I,m,n) est réel, permettent de se ramener a I’étude de:

B. = Z e(%(m)%) Z K. 7 (Lm,n)

r<R Imn=r

= Z e(%(lmnx)%)KiEk(l,m,n).

Imn<R
— On pose:
3 1
Alm,n = e(E(lmnx) g )Kiﬁ’k(laman)a (164)

qui est symétrique en [, m, n. Or on dispose de 'identité suivante, qui est une
variante du principe de ’hyperbole de Dirichlet:

> imn =651 — 35, — 355 + 354, (165)
Imn<R

avec:

= Z Z Z ap,m,n (166)

1 R
I<R3 m<y/H n<ry

= Z Z Z al,m,n (167)
l<R% m<\/,En<\/§

S3 1= Z Z Z ajm,n (168)

I<R} m<R¥ "<tk
S4 = 5 5 5 ar,m,n- (169)
I<R3 m<R¥ n<R3

— Comme K7, (I;m,n) ne dépend que de la classe de [, m et n modulo k, on
peut écrire:

i Ko7 (a,8,7) Z Z Z ( (Imnx) %>

@fy=1 1<r¥ m<y/ & n<

I=a mod k m=8 mod k "=7 mod k

Posons:

T .= Z e(%(lmnm)%).
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On a:

u<t ()
S IRCCONTE)

On applique alors le théoreme suivant, di & Van der Corput (cf théoréme 5.11
dans [16]):

Théoreme C. Soit F' une fonction de classe C* 4 valeurs réelles. On suppose
b—a>1 et pour tout w € [a,b]:

)\3 S F'"(w) S h)\g ou )\3 S —F”I(U)) S h)\g
Alors:

A3

ol
o=

S e(F(n) < hi(b—a)Af + (b—a) (170)

a<n<b

ol

En appliquant ceci avec F(w) = 3(432)® (w+7 ) , apres avoir fait un découpage
dyadique sur u, on obtient:
1

31 1 L
r< () ()" + ()" ()

27

< R42:L'42(lm) 7k s +R84:L' 42(lm) 2_9 28,

Le calcul est analogue a celui de F.V. Atkinson dans [1].
En reportant dans S, on obtient:

S < Z Koy {REabe i 3 o Y mo
=1 l<R% m<ﬁ

=l
=l

I=a mod k m=8 mod k
+R%x_$k_% Z l_Q_g m 28}
l<R% m<\/¥
I=a mod k m=8 mod k
Oron a
5 5 5 ]. R % ]. R
et i ()t < (0
> > (Brm'R)” k =2
m<y/T o<m' <1 [y/E-g]
m=f mod k
et 29 29 29
S omEckEesR
m<y/
m=p3 mod k
donc:

1
I<R3 m<y\/ T
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< R+ 1o RV + 6 FRE 1 (ap)

et de la méme facon:
29 29 29 29 29 29 29
E |28 E m- 3 Lk 11+ k 28(a 2% + 3 28)+(a/3) 28 |
1<RE m<y/ &
l=a mod k m=p8 mod k

Par conséquent:

k
51 K Z |Kiﬁ’k(a,ﬁ,7)|{R%xék_%(aﬁ)_%—i-Rs_gazék_%iﬁ_%+R%xék_%oﬁ
a,B,y
FRYgw k1 4 REy Bk (af) B + Réig w20 % 4 Rédg a5k )
(171)

D’apres la majoration (64), issue de la majoration de Weil pour les sommes
de Kloosterman, on a:

|K 7 p(@,B8.7)| < m5(k)k2 (k,af7)?.

Donec:
k k
Yo K ga@B)| <Rk Y (kaBy)? <m(k) Y m(u)(ku)?,
B,y a,B,7y u<k3

ce qui donne, en utilisant le lemme 22 du chapitre 3:

k
ST K (@8] < m(k)T(k)k? log? k <. kEFe. (172)

a,B,y

Par ailleurs, si on pose § = (k,af3), on peut écrire:

k k k d
Shappi=Yar Y 1=a Y 1= a Y 1
i A oo oldik (%%:F% ol (“/7’,;)1:1

<3 ko k6 1« kr (k) (k,af)2
B s|d|k vd =~ ok Vou ’
Donc:

k _ k 1
Z |K:|:h,k(aaﬁa7)|<<k%7_3(k) Z (k,aBy)?

o @B whiy (aB)F
d’apres le calcul précédent, d’ou:
k K - a.p, k 1 1
3 WO sy 3 BB o kr(kyms () g )
7

5 5
S (ep)? 52, () S u

Le lemme 22 du chapitre précédent donne a nouveau:

k _
3 % <, KB+, (173)

a,B,y
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— Enfin, on trouve de la méme facon:

k
K. 3 Q, o,
Z LT 2_957” <. ki+e (174)
apy (aB)m
K ;
Z —' Gl <. kit (175)
a7
a,B,y
K ; 7
Z —' Gl <. ktite (176)
a7
a,B,y
et:
K b) b)
Z % <. kite, (177)
28
a,B,y

— En reportant les majorations (172) & (177) dans (171), on obtient:

13

S <. (R% 41_2kg_|_R42w42k+R42x42k;7 + Riag 41_2]<;%+R%x %kz_s)ka

— Les sommes Ss, S3 et S4 se majorent exactement de la méme maniére Fina-
lement, on obtient:

Ao (x%) & [T (RTTk? + RS R+ R KT+ RBE?) 4o it RS ER |k 4 ka3 T° RS
ce qui conduit a choisir:
d’on:

Ao( Z) & aHTep g repd (178)

soit, lorsque k < T

h) <L x75+8k§_5

AO( "k

6. Cas de 13 dans les progressions arithmétiques

a) Formule de Voronoi
On a obtenu dans le paragraphe 3 que pour tout e:

h) zlte

h =m{02(k)10g2$+ [cl(k)—202(k)( —1+1;(2+€))] logz

D, (a:,

+[c0(k) - cl(k)( 145 = (2 +e)) + 2(:2(16)(?2}72%”"(2 +e)

+(y - 1)%’(2%) 0]
x h g1lte h x° h
+mE( ~23) - mE( ~13)+ mE(O%)

(el
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avec: .

h kot << 1_ /8m3ar

%) T omd Lo E( = ) 2 (K gyt Ky) (L)
r=1

Imn=r

A (s,

ika® X1 878z
+omr (T ) X (Ko~ K (),

Imn=r

Nous allons montrer que 1’on peut déduire une formule de Voronoi analogue pour
la somme définie, pour (¢,k) = 1, par:

De(zick) =Y 'mn)(z—n).

n<a
n=c mod k

— On peut écrire:

h=1 n<a
= 12 i (—Thc) ng(n)e(h?)(x—n)g
dli h=1, n<a

Par conséquent, en posant h = u%, on trouve:

(z; c,k) kz Z ( )Zﬁ(")e(%)(v’ﬂ_”)ga

c’est-a-dire: .
(3 ck) %dzz (=) D-(2.5): (179)

ce qui permet de relier les progressions arithmétiques aux sommes d’exponen-
tielles.

— Le nouveau terme d’erreur peut donc s’écrire

el =13 Y o~ %)a. ()
Ak e
d . +oo
SODNIELIES SEACD D ST I
(u,d)=1
+i2d:; +:°° %J(ﬁ%) | Z; (K_u4— Ku.a) (l,m,n)}
x° X1 /8B d ue
R P P 7 ) X [ X o(-7) mat Kaammn)
(u,d)=1
1z° X1 /8ndar d uc
"ok % d; ?Je(d—B) lﬂ;:r [ ; 6(_ E) (K—ﬂ,d—Kﬁ,d)(lvmm)] :
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— Posons:
d

—he
AL(l,mn) := Z e(T)KiEd(l,m,n). (181)
(R

En revenant & la définition de K,z ,, on obtient:

LY tl +um + vn F tuvh — ch
Z ZZZ@( um ’UTi]:F uv C)

h=1 t=1 u=1v=1
(h,d)=1

AL (l,m,n)

Q.I'—‘

d
:% Z cdqituv—c)e(m#),

' tyu,v=1

ou ¢q(Ftuv — ¢) est la somme de Ramanujan classique. Donc:

o=} 353 a(B(rm)

tuU 1 6|:Ftuv c

d

1 d tl +um + vn
= 2um(s) X ()
3|d tuvts’;:’:ilod 5
Ecrivons maintenant:
u = 0uy + us
v = 0v1 + V9

{t:5t1+t2

ce qui donne:

Ax(l,m,n) Z&u( ) Z

§|d t1,u1,v1=1 ta,ug,vp=1
tougvo=Fc mod §

e

26: e(l5t1 + mduq +n6v1>e<lt2+mm+m}2>'

d d

Le terme général est non nul & condition de supposer 2|1, ¢|m et ¢|n. Donc:

i =} 5 () (D) (L s

4i(1,m,n)
1 15 md nd
Ax(lmmn) = d? %d: ol ( )Sg(g F,F;:Fc,é), (182)
£10@,m,n)
o at + pu + yv
S3(aaﬂ77; :FC,(S) = Z e(f) (183)

t,u,v=1
tuv=Fc mod §

est une somme de Kloosterman généralisée en dimension 3.
— En reportant expression de A+ (I,m,n) dans le terme d’erreur, on obtient:

Re(wseh) = 5 Skz Z 1(8” ) Y (A AL ()

Ilmn=r

tor SkZ Z ~Je (87r xr> Z (A= — Ay)(mn). (184)

dlk r=1 Imn=r
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Posons

£ +oo
i::ﬁ—%;dzﬁf (8” ”)lz As(Lmn). (185)
dlk r= mn=r
En posant I’ := l‘s ,m' = mT‘S et n' := ”7‘5, on obtient:
8 16 mdé nd
As = 2w3k%d321 (W—m>lz JZI; 52”( )53(77”7%:”5)
41(1,m,n)
€ +o0 3
= ST mn(5) T ) X stz
dlk dld (§)=31|,. U'm'n'= %5;
RIS X Smiar! .
27?'3]{7'2 |262u( ) Z ldBIE((S—B)l Z Sg(l ,m ,n;:Fc,(S),
dlk  8|d '/ =

avec r' = %. D’oli, en changeant v’ en 7,1’ en I, m' en m et n' en n:

b TS ()] 5 s Sl
S|k r=1 Imn=r CSII“;
n(%)

On obtient finalement, en rassemblant tous les résultats précédents:

8
A (z;ck) 2 3 ( T xr) ln;:,, (S3(l,m,n; c,k) + Ss(l,m,n; —c,k))
izt X 8riar ) )
T o ; ;Jf( [E ),ﬂ;r (S3(L;mn; e,k) = Ss(lm.n; —c.k)),  (186)

ou les S; sont des sommes de Kloosterman généralisées (en dimension 3).

b) Majoration de A(z;c,k)

De la méme facon que pour Ao( z,%), on peut obtenir une formule de Voronoi
tronquée pour 73 dans les progressions arithmétiques. Comme dans le paragraphe
précédent, la seule différence est que 'on a S3(I,m,n; £c,k) au lieu de kK AT c(Lmn),
si bien que ’on trouve, pour x > 1, k < x et 1 < N < z et ¢ premier avec k:

1 1
< 5v3 1 6 5
AO(w;Cvk) = % 7'_% COS (#) Z (SS(lvmvn; _Cak) + SB(lvmvn;cvk))
r<N

Imn=r

3/3 1 . (GW(T:U)%

—gsm
127k rSNrg k

) Z (53(lvm7n; _Cak) - SS(lvmvn;cvk))
Imn=r
+O. (23T N"3). (187)

Les sommes S3 qui apparaissent ici sont les sommes de Kloosterman généralisées
par Mordell en dimension supérieure & 2 (cf [10]). Dans le cas ol k est premier, elles
ont été majorées par Deligne ([6], voir aussi [11] et [2]) & partir de ses travaux sur
les conjectures de Weil ([5]). Le cas général a été traité par R.A. Smith dans [12].
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En utilisant ces résultats, on obtient pour 1 < N < x:

Ag(z; k) <.

e

+a3teNE, (188)

1
3
ce qui donne finalement, en choisissant N = T3

Ao(w;ek) <o w3te, (189)

ceci uniformément pour 1 < k < z.
On obtient donc un développement asymptotique de:

D(w;ck) = Do(w;ck) = Y '3(n)

n<a
n=c mod k

valable uniformément pour k < 227¢. En effet le terme principal est < wl,: “ et le

résidu en 0, qui s’évalue comme E(O,%), donne une contribution < k (on gagne un

facteur k= par rapport a la majoration de E (0,%), parce que 'on voit apparaitre
S3(l,m,n; £c,k) au lieu de kKiEk(l,m,n)).

On retrouve ainsi un résultat connu depuis Selberg, et redémontré par Smith
dans [14] (voir aussi [13]). Notons que Heath-Brown ([7]) a étendu cette zone d’uni-
formité a k < Tie,
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Résumé:

On s’intéresse dans ce travail a des sommes d’exponentielles, c’est-a-dire & des
sommes dont le terme général est le produit d’un caractere additif par une fonction
multiplicative. Deux cas seront envisagés, selon que le parametre de ’exponentielle
est, rationnel ou irrationnel.

Dans une premiere partie la fonction multiplicative est & valeurs dans le disque
unité et est nulle sur les entiers ayant de grands facteurs premiers. La densité loga-
rithmique est étudiée. Le cas de la fonction unité et de la fonction de Mobius est
précisé dans le cas d’un parametre rationnel.

La deuxieme partie présente une généralisation du théoreme de Daboussi a une
classe de fonctions comprenant notamment les fonctions diviseurs généralisées. Un
phénomene de stabilité par convolution de Dirichlet est mis en évidence.

La troisieme partie aborde le cas des fonctions diviseurs généralisées lorsque le
parametre est rationnel. En suivant une méthode de Jutila, on établit une formule
de Voronoi pour le terme d’erreur. La formule fait intervenir des transformées de
fonctions de Bessel et des sommes de Kloosterman modifiées. Pour de petites va-
leurs du dénominateur, on en déduit un résultat meilleur que par 'utilisation des
caracteres de Dirichlet. On prouve ensuite une formule de Voronoi complete pour
les progressions arithmétiques et on retrouve un résultat classique di a Selberg, et
redémontré par Smith.

Summary:

In this work, we are interested in exponential sums, that is to say sums in which
each term is the product of an additive character and a multiplicative function. Two
cases will be studied, depending on whether the parameter is rational or irrational.

In the first part, the multiplicative function has its modulus at most one, and
vanishes on integers whose prime factors are not all small. The logarithmic density
is studied. For the unit functions and the Mébius function, the result is given more
precisely when the parameter is rational.

The second part presents a generalization of Daboussi’s theorem to a class of
functions containing the generalized divisor functions. A phenomenon of stability
under Dirichlet’s convolution is pointed out.

The third part deals with generalized divisor functions when the parameter is
rational. Following Jutila’s method, a formula & la Voronoi for the error term is
proven. This formula contains transforms of Bessel functions and modified Kloos-
terman sums. For small values of the denominator, we deduce a better result than
the one given by the use of Dirichlet’s characters. Then a complete Voronoi formula
is proven for the arithmetic progressions, which implies a classical result due to
Selberg, and reproved by Smith.

Mots clés:

Fonctions multiplicatives, sommes d’exponentielles, sommes de Kloosterman,
fonctions de Bessel, formule de Voronoi, fonctions diviseurs, principe de I’hyperbole,
équations fonctionnelles.
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