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Chapitre 1

Introduction et préliminaires

1. Sommes trigonométriques du type > f(n)e(an).

n<x

On cherche & majorer des sommes de la forme Y f(n)e(an), o f est une
n<z
fonction arithmétique.

— On peut d’abord chercher des conditions suffisantes pour que: > f(n)e(an) =
n<z
o(x).

Définition: Une fonction arithmétique f est dite presque périodique B, ou p.p.B. (pour
Besicovitch), si et seulement si pour tout >0, il existe un polynéme
trigonométrique P-(n) = 3" a;e*™*" avec a; € R, tel que:

hmsup— E |f(n) — P.(n)| <e.

T—+00 n<z
On a alors le résultat suivant (cf [7] et [4]):
Théoreme 1. Soit f multiplicative p.p.B. AlorsVa € R\Q, hm % > f(n)e(na) =
n<a
0.

+00
En particulier ce théoreme s’applique si f, multiplicative, vérifie ) W <+
n=1
oo (cf [30]) ou, ce qui est équivalent (cf [23] page 59), > > |f(p")—f(p" Hlp "<+
>1
0. pr=
Si f est multiplicative et de module au plus 1, le théoreme 1 ne peut s’appliquer

que s’il existe un caractére de Dirichlet x tel que la série ) % converge,

p

ou bien si Z ‘f(p | = 400 (cf [7] et [4]).

Mais en falt, H. Daboussi (cf [7], [8] et [23] page 392) a montré:

Théoréme 2. Si f multiplicative est de module au plus 1, alors:
‘v’aER\Q, hm Ef()( a) =0.

On peut affaiblir 'hypothese |f| < 1.

Définition: £* = {f:N* - C, lim supi > |f(n)|=0}.

K—+003>1 n<a
1F(n)|>K

Lx=A{f:N" = C, [|f[[\< + o0} ou ||f||A—{11msup Z F()}}5.



On montre facilement (cf [17]) que YA>1, £y C L* C L4

L’hypothese | f| < 1 a successivement été remplacée par f € Lo (H. Daboussi
et H. Delange, [8]), puis 3A>1, f € £, (H. Daboussi et H. Delange, [9]).
Enfin, K.H. Indlekofer (cf [18]) a montré:

Théoréme 3. Si f est multiplicative et appartient a L*, alors:
Va e R\ Q, lim L Y f(n)e(na)=0.
Foo ¥ n<z

1i

z—
Ce résultat généralise tous les précédents. En effet:

—|fI€1=>feLle=(3X>1, fEL)) = feL.

— On a f p.p.-B = f € L* Eneffet si f est p.p.B, soit £>0.
3P.(n) = ¥ a;e*™*" limsup 2 Y |f(n) — P-(n)| <e.

z—+00  n<lz

Dunepart lim supi 3 [P.(n)| =0 (il suffit de prendre K>3~ |aj]).

K—+00z>1 n<z
T PmI2K
D’autre part limsup 2 " |f(n) — P.(n)| <& = 3z, sup L 3" |f(n) —
r—+00 n<z z>To n<z
Pe(n)| < 2e.
Si on prend K> sup |f(n) — P-(n)|, on a sup< 3 |f(n) —
n<zg z>1 n<e
= R PICO RS NP S
P.(n)| < 2e.
Donc Ve>0, lim sup< > |f(n) — P:(n)| < 2e.
K—+00 z>1 n<e
= m-P 2K
soit lim sup ) |f(n) — P-(n)| = 0, c’est-a-dire f € L*.
K—+o00 z>1 z

£ e ()12 K
— Pour certaines fonctions multiplicatives f, on connait des majorations plus
précises de la somme Y f(n)e(na).
n<z
- Si f=1, Y f(n)e(na) est borné par min(z,||al|~!) pour tout « irra-
n<x
tionnel. -

~ Si f multiplicative satisfait Y. |f(n)|*> = O(z) et est bornée sur les
n<z
nombres premiers, alors Y, f(n)e(na) = O(

n<z
(cf [21]).
On étudie dans la suite le cas particulier ou f est la fonction de Mébius p.

Davenport (cf [10]) a montré que Y u(n)e(na) <, Toa 7T~ uniformément en
n<z

T
log x

) pour presque tout «

a.
On va montrer comment l’identité de Vaughan permet d’obtenir ce résultat,
ainsi que de meilleures majorations si on fait I’hypothese qu’il n’y a pas de
zéro de Siegel, ou bien que I’hypotheése de Riemann généralisée est vraie.

2. Meéthode de Hardy-Littlewood-Vinogradov

— On cherche & majorer ). p(n)e(an) uniformément en a € I, ou I est un
n<z
intervalle de longueur 1. L’idée essentielle est de subdiviser I’intervalle I en

sous-intervalles qui sont de deux types: les arcs majeurs et les arc mineurs.

— Si a est rationnel, lasomme Y u(n)e(na) peut étre estimée grace aux résultats
n<x
connus sur le comportement des u(n) dans les progressions arithmétiques.



Aussi on devrait pouvoir évaluer Y p(n)e(na) pour les réels a “proches” des
n<z
rationnels & petit dénominateur.

Plus précisément, d’apres un théoréeme de Dirichlet, on sait que:

Va,V@Q € N*,Ja,dq,(a,q) = 1,1 <q < Q,Ja — 3|<i.
a aqQ

Selon que g est “petit” ou au contraire voisin de ), on dira que « est “bien”
ou “mal” approché par les rationnels a petit dénominateur.
Soit § et @, fonctions de = & déterminer ultérieurement (§ < @ < z). On
suppose 0 = 0(Q).
On considere I’ensemble des rationnels % vérifiant (a,q) = 1,0 < a<qg < 0 (*).
x étant fixé, il n’y a qu’un nombre fini de tels rationnels.

A chacun d’eux on fait correspondre l'intervalle = =2 - ﬁ,% + ﬁ [. Sizest

. . .4 A
suffisamment grand, les intervalles I« sont disjoints deux a deux car, ‘;—i et
aq

‘;—2 étant deux rationnels soumis aux conditions précédentes, on a: |‘;—i - %| >

q11q2 > ﬁ + ﬁ (sinon ¢ + g2 > @, d’ou @ < 24, ce qui est faux pour z

assez grand).

On choisit comme intervalle unité de base 'intervalle I =] — %,1 - é[ L’en-

semble majeur, réunion des arcs majeurs, est défini par M = |J I e, ou la
a,q

réunion est étendue & tous les couples (a,q) qui vérifient les conditions (x). Il

contient donc tous les nombres o qui sont “bien approchés” par les rationnels
a petit dénominateur. L’ensemble mineur, m = I'\ M, ne contient au contraire
que les nombres a “mal approchés” par ces rationnels.
— Sur les arcs majeurs, on approchera  p(n)e(na) en utilisant des sommes du
n<z

type Y. u(m), qu'on estimera & I’aide de majorations de m Sur les
m<n )
m=r mod q

arcs mineurs, on utilisera l'identité de Vaughan pour majorer Y u(n)e(na).
n<z

3. Quelques lemmes utiles

a) Propriétés de la fonction d(n)

Lemme 1. Vk > 1, ¥ d(n)* < z(logz)?" .
n<z
PREUVE:
— Soit h la fonction multiplicative définie par:

Va > 0,Yp premier,h(p®) = (a + 1)¥ —a*  (h(1) = 1)).

Onad(p®)* = (a+1)F = 3 ((r+1)k—rk)

a
r=0 r=0 d|p®
d’ol1, par multiplicativité, d(n)* = (h * 1)(n).

~Done Y dn)k = ¥ S h(d) < Y hd|5] <o X M2 <o [+ 224
d<z

I
>
—~
bS]
=
I
>
—
&
I
=
*
=
=
2
~—

n<z n<z d|n d<z p<z
2
Med ).
-1+ @ +...=1+ 2kp_1 + ...: on reconnait le début du développement de
_ 1y1-2*
(1— 1y, 2
k
Montrons que 1 + % + "552) +o (1=



Ona:(1—%)1*2’“:1.#2%14_%*_‘”*_(2'“ D28 14G-1) |

7P
Donc il suffit de montrer que h(p’) < %, c’est-a-dire (5 + 1)* — j’C <
k _ .
<2 j2+] ) pour 7 > 0et k> 1.
— Sil'inégalité est montrée, on aura: >, d(n)* <z [] (1— )1 2" &« z(logz)? 1
n<z p<lx
d’apres la formule de Mertens.
k _
Lemme 2. Vn € N \Vk € N* (n + 1)k —nk < < 2 3+n )
PREUVE:
k
— Posons u, = (n+ 1) —n* et v, = %
Onawuy=wvy =1etu =v; =2%—1.]11suffit de montrer que Vn € N, u"“ <
Vni1
<:>n(n+2) —(n+1)* (42" —Dtnl(2*—2)! _ pyok 1
(nt+1)k—nk = (n+1)!1(2*—2)!(n+2*—-2)! n+1

b)

Sh+)n+2)  —n+ DML < (n+28 —1)(n+ 1)k —nF(n+2F-1)
S nm+1)n+2)F - 2n+25)(n+ 1)+ (n—1+2Fnk <o0.
= Soit g(y) = (y + Dy +2)* — 2y +2°)(y + D* + (y — 1+ 25)y*

k=1 , . .
Onag(y) =y*(1+2k—2F -2k —1+2%)+ 3 (O} 1 (2F I+ —2) 4. ¢ (24T —

24))yi + (2% — 24 B
k—1
S 00) = T G QI — 1) (k- (@ 2y

1l suffit donc de montrer que Vj € {1...k—1},2j(2¢=7 —1)+(k—j)(2F—7—2F) <
0, c’est-a-dire: (k+5)2%7 < 25+ (k—j)2* pour 1 < j < k— 1, soit, en posant
k=j+1:
Vi > 1V > 1,25 +1)2! < 25 + 127+,
— On le montre par récurrence sur j:
—pourj=1,2+0)2 <2+12"! & 0 <2+ (1—2)2!, ce qui est vrai pour
tout [ > 1.
— si le résultat est vrai au rang j (VI € N*,(2j + 1)2! < 2j + 125*1), alors
il est vrai au rang (j + 1) & condition d’avoir 2! < 2 4 [27%!] soit
2 4+ 2[(127 — 2) > 0, ce qui est vrai pour tout [ > 1.
D’ou le résultat.

Majoration de sommes élémentaires

L’estimation des sommes de type (I) est facilitée par le résultat suivant:

Lemme 3. On suppose X >1,Y > 1, (a,q) =1, |a — %| < qu (a € R).

Alors (i) > min(Y||az|| ™) < XYq '+ (X +q)log2¢+ Y.
<X
(ii) Y, min(XYz !az]™) < (XYq¢ !+ X +¢)log2XYyg.
<X

PREUVE: (i) Ecrivons z sous la forme z = hg+r, ot 1 <r < ¢. Soit # = a — %.

Zmln Y |laxl|t) <« Z Zmln Y||7“—+h(I5+7°B|| b

<X 0<h<Xr 1

— Considérons d’abord les termes pour lesquels h =0et 1 <7 < 1.



Comme |rf| < zlq, la contribution de ces termes est < ||mﬁ,; <
1<r< E 2q

wha

qloggq.

En effet: == < > ”ﬂi_i, et comme (a,q) = 1, ra décrit
1<p<g h e 1<r<g a2

toutes les classes modulo ¢, d’ou:

1 1
Z Ty <2 Z s—1/2 < glogg.
q

1<r<4 2q 1<s<¢ " ¢

1
| —

— Pour les autres termes, on remarque que, pour h fixé et I intervalle de largeur
L contenu dans [0,1], il y a au plus 4 valeurs de r, 1 < r < ¢, pour lesquelles
r% + hgB +rB € I mod 1, donc:

a
XY

Z Zmin(Y,||rg+hqB+r,B||*1) < (Y+qlogq) €« —+(X+q)logg+Y.

0<h< X r=1 a4 0<h< 4

Qe

(74) On procede comme pour (7).
— Dans le casott h =0 et 1 <7 < 1, on obtient la méme majoration en glogg.
— Dans le deuxieme cas, on trouve

q

. XY a _ XY
> Yo min(g gyl Hhad + sl < D (G, +alesa)
gghg% r=1 q q 0<h< 1

3

< (XYq '+ X 4+¢)log2XYy.

Pour étudier les sommes de type (II): > > anb,f(mn), on se rameéne a des
n

m
sommes de type (I) avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En effet, on doit estimer
taFb, ot F est une forme bilinéaire, et [faFb| < ||a||||Fb|| = ||a||<Fb,Fb>2z =

lla||<b,F*Fb>z.
Comme F*F est hermitienne, il suffit d’étudier la plus grande valeur propre .

Lemme 4. Si A est une forme hermitienne et p(A) = sup |},
AESP(A)
alors p(A) < |4l = max 3 [ . 0t A = (ay).
j

PREUVE : Soit A une valeur propre de A telle que p(A4) = |A|.
Soit v un vecteur propre associé & A et w un vecteur tel que viw # 0. Alors:

p(A)IV' Wl = AWl = [[AV' Wl < [|Allsollv Wil
d’ot p(A4) < [[Allco-

Dans le cas qui nous intéresse, on a F*F positive, donc sup |\ = sup A,
AESpP(A) AESpP(A)

"aF 0l < llall?[lol[* max Y| > f(mn) f (mn)].

d’oli:



Chapitre 2

Majoration sur les arcs
mineurs

1. La méthode de Vinogradov-Vaughan

a) Motivations et historique

— On cherche & évaluer des sommes de la forme:
> g(p). (1)
p<z

En faisant une sommation par parties, on peut se ramener a étudier des
sommes du type

> Am)f(n).
En effet, si on pose f(t) = ﬂ)(gt)t, on a:
; 9(p) = Z<Z f(p)logp = f(z) Z<) logp — f( ; log p) f'(u)du.
Or on a ; Iogp ~ 2<: A(n) (VOi;' par exemple_ [23]).
Donc ; 9(p) ~ f(x) Z<: A(n) - lf( 2<: A(n)) f' (w)du = ; A(n)f(n).

— Pour des fonctions multiplicatives de la forme f(n) = x(n)n~*%, on peut esti-

mer Y. f(p) en utilisant la région sans zéro de L(s,x).
p<z

En 1937, I.M. Vinogradov a introduit une nouvelle méthode pour estimer des
sommes Y. f(p), ot f oscille mais n’est pas multiplicative (cf [29] chapitre

p<z
9).
Son point de départ était une idée simple de crible. Soit P = [[ p. D’apres
p<Vz
le crible d’Erathosténe, on a:
FW+ D f) =Y ulm) Y f(mn). (2)
Vz<p<le m|P n<x
En effet:
D wm)f(mn) =" auf(u).
m|Pn< 2 u<z



- Siu=p".. .p,i'f’“pzﬂl ... pR* (u possede exactement k facteurs premiers

p1, .- Pk dans [1,1/z]), on a: ay = p(1)+(u(pr)+- . -+ u(pr)) +(u(pip2) +
oot w(Pr-1PE)) + -

k
soit o, = ), Cp(=1)" =(1 - 1)k =0.
v=0

— Sinon u a tous ses facteurs premiers >4/, donc on a soit (u premier et
Vr<u<z), soit u =1, d’ott a,, = 1.
On est donc amené & majorer des sommes du type > f(mn). On voudrait
n<2

montrer que ces sommes sont petites. Cependant, on ne nf)eut pas espérer beau-
coup de compensations entre les termes si m est du méme ordre de grandeur
que z, car la somme contient alors peu de termes.
C’est pourquoi Vinogradov a réarrangé les termes venant des m|P tels que
0(z) < m < z, ce qui entraine de grandes complications.
De maniere générale, pour majorer (1), on se ramene a des sommes de:

—type (I): > > amf(mn)

m<z mn<z

— type (ID): > > ambpf(mn)

m<z mn<z

Les sommes de type (I) donnent de bonnes estimations quand a,, = 0 pour
m proche de z, alors que celles de type (II) se majorent bien quand m décrit
un intervalle [M,M'], oi M et M' sont assez grands, mais petits devant x.
Le membre de droite de (2) est du type (I), mais a le défaut de faire intervenir
m proche de . C’est pourquoi on a recours a un argument combinatoire: les m
dont tous les facteurs premiers sont < z (ol z est un parametre) sont rares: on
les néglige. Les autres sont de la forme pr,z<p < y/z. On obtient une somme

> Y apbi f(pk) qui est de la bonne forme (type (II)).
2<p<yx k
La formalisation de la majoration des sommes (1) a connu de nouveaux progres
a la suite de la démonstration du théoreme de Bombieri-Vinogradov.
Bombieri et Rényi ont utilisé le grand crible pour estimer le nombre de zéros
des fonctions L dans certains rectangles, et en ont déduit:

> S max vl 0] < (@ +27°Q + 5/2Q*) log @)’

a<Q X

grace a la formule explicite

- x¢ L'(0,x) S
o) == " Toy T 2

ol les p sont les zéros non triviaux de L et ¢o(x,x) vaut ¥ (z,x) si x n’est pas
une puissance de nombre premier, ¥ (z,x) — %A(m)x(a}) sinon.

Plus précisément, si N(o,T,x) désigne le nombre de zéros p de L(s,x) dans le
rectangle o < 8 < 1,|y] < T, Bombieri a montré (cf [2]) que:

S SN T < T(QF + QT) &5 (log QT)!°

7<Q x

ce qui a été substantiellement amélioré par Montgomery (cf [20] chapitre 12
et [3]).
Gallagher (cf [14]) a prouvé le théoréme de Bombieri-Vinogradov sans étudier
les zéros de L, en appliquant la transformée de Mellin a ’'identité:

L L

T =7 LG)* -2L'G + L'LG".



Vaughan (cf [25] et [27]) a trouvé qu’il était plus efficace d’utiliser I'identité:

r r
_f_F LFG — LG+(—Z—F)(1—LG) (3)
puis a découvert qu’on pouvait utiliser (3) pour obtenir une nouvelle forme
de la méthode de Vinogradov: c’est l'identité de Vaughan, dans laquelle les
détails sont beaucoup plus simples & mettre en ceuvre que dans la méthode
initiale de Vinogradov.

b) L’identité de Vaughan
— Si on pose G(s) = > p(n)n=% et F(s) = >, A(n)n*, on a l'identité sui-

n<u n<v

vante:

¢'(s)

Yo>1,— s

— En calculant les coefficients des séries de Dirichlet dans (4), on obtient:
A(n) = ap(n) + a1(n) + az(n) + az(n), avec:
~ ao(n) = {A(n) sin <wv
0 si n>v

—a(n) = > p(d)logm.

dm=n
d<u

“as(n) =— 3 A(m)u(d).

mdr=n

d<u,m<wv
—a(n)=— X AR p(d).
K1 i
En effet Vo>1,((s) = H $ = log((s) = > _log 1—1194
p
donc £ = - zmm“ ~3 Y (logp)p " = = S A(n)n—*
p >1 n

En multipliant par f(n) et en sommant, on obtient:

ZA =S0+51 -5 —-S;3 (5)
n<N
- Sy = ; A(n)f(n).
S Si=% X ud)(logm)f(dm).
dgums%
= Se= > > epflhr), oy = > p(dA(n).
fsuvrsy e
- S3= > dnAn)f(mn), o dy, = Y p(d).
u<m< T y<n< d|m

d<u
(pour S3, on utilise le fait que Y u(d) = 0 pour 1<m < u).
e
Pour appliquer cette identité, on considérera qu’il y a une symétrie qui fasse
que le meilleur choix de u et v consiste a les prendre de la méme grandeur.

On prendra donc u = v.
— On peut “supprimer” le facteur (logm) dans S; en intervertissant les sommes:

5= 1% sasama= [T X % p@sam®

d<u w<m<L4 d<min(u,¥) w<m<%

afz



m
d’apres le théoréme de Fubini (pour m < % I 7“’ logm).

1
— 51 et S sont essentiellement de type (I) et S3 de type (II). De plus, pour un
choix convenable de u et v, on peut s’attendre & de “bonnes sommes”.

— L’estimation de Sy peut étre parfois améliorée en séparant la somme en deux:

Sy = S + 58
~ =~

k<u k>u
ce qui fournit S;l) de type (I) et 552) de type (II).
2. Application al’étude de > u(n)e(an) sur les arcs
n<x

mineurs

a) Généralisation de l’identité de Vaughan

— On peut appliquer la méme méthode que pour Y A(n)f(n) & des sommes de la
forme Y p(n) f(n) ou plus généralement a des sommes de la forme 3 g(n) f(n)
si la convolution (g * 1)(n) se “comporte bien” (par exemple si elle est mono-
tone), ou plus généralement si g x 1 x ... x 1 se comporte bien (en itérant).

— Par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent, on trouve:

Z g(n)f(n) = So + S1 — Sz — Ss. (6)
n<N
~ 5= % gn)f(n).
- slzdi > ul(d)(g * 1)(m) f(dm).
Sumg%
S 8= X afkr), ot = X u(d)g(n).
k<uv TS% d%;’:kgv
“Si= NN dng()fnn), ol dn = 3 p(d).

d<u
Comme précédemment, on prendra en général u = v.

Si g = p, St se simplifie car px1 = e. Onaalors Y, wu(n)f(n) =2Sy—S2—S3
n<N

(cela revient a utiliser 'identité = = 2G/(5)=G(s)?¢(s) = (C(5)G(s)=1) (55 —
G(s)) avec G(s) = Y. u(n)n~? au lieu de (4)).
n<u

b) Majoration de la somme ) u(n)e(an)

n<zx
Théoréme 1. On suppose (a,q) =1, |a — %| ﬁ avec 6 < g < Q < x.
Alors S p(n)e(na) < (logz)?(xd= /2 + 2t/2QV/? + £5/9).

n<z

DEMONSTRATION :
— On utilise 'identité de Vaughan (généralisée) avec u = v.
D’apres (6), on a > p(n)e(an) = Sp + S1 — Sz — S3, avec:

n<z

= So= 2. p(n)e(an).

n<u



- S = d; ;ﬁ w(d)(p* 1) (m)e(adm) = d; p(d)e(dor)

- Sy = k;z ;£ cre(akr), ou ¢, d<uzn<u w(d)p(n)

LS S S dep(n)e(amn). ot dp = 3 p(d).
u<m< & u<n< - d|m

d<u
— On majore Sy grossierement: |Sp| < > |u(n)| < w.
n<u

— De méme |S1| < u.
S Onac= X p(dp(k) > el < d(k).

k<agu
dlk
5 e(ak(| £|+1))—e(ak ar(|z in(rak| ¥
D'autre part ; elakr) = SoMUELED) c(oh) _ ol (EL12) snrak£)
DOHC| E (CMk‘T')| \s1n(7rak)| < | k||
r<%
Do |5l =| £ T avelakr)| < T )] T elakn)| < T d(k)min(E ok,
kE<u?r<% <u2 <% k<u?

k<
Le calcul d’Hajela et Smith (cf [15]) pour majorer Sy est erroné. On va
procéder autrement. En faisant un découpage dyadique, on se raméne a majo-

rer Y d(k)min(#,|lek|~"). D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette
K<k<2K
somme est majorée par:

(> AR Y min(g okl ™))

K<k<2K K<k<2K

Un raisonnement analogue au lemme 3 donne alors (comme dans [1]):

Z d(k) min( ,||Ozlc|| Y& (2q 2 +z2u+z7¢?)(logz)?
K<k<2K

puis 1 1 1 1
|So| < (g™ 2 + x2u+32q2)L3

- Onaldy,| <1x%1(m)=d(m).
Pour majorer S3, le probleme est que m varie dans un grand intervalle. On
fait un découpage dyadique. Soit M = {27u,j = 0,1,... /2 < &}
Alors S3 = Y. S(M),ou S(M)= > > dmp(n)e(amn).
MeM M<m<2M u<n<;-

D’apres Cauchy-Schwarz, [S(M)]? < (> |du|®)( > | X wu(n)e(amn)|?).
M<m<2M M<m<2M u<n<

z
m

S Y wwelamn)P = 33N elamn—n)u(mn(n)

M<m<2M u<n< M<m<2M u<n<Z u<ln' <2
=Y ) e(am(n —n)
u<n< 37 u<n/ <% mllé%r:zfél\%
< (3 pm?)max 3 | e(am(n —n')|
n
n< & WS M

d’apres le lemme 4.

Donc|SAOP < (5 [ul*)( 3 pn)*)max 3 | e(am(n—

<m<2M n

')l
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0<h< 2
oo ldnP< Y. d(m)? < ML3, dapres le lemme 1.
M<m<2M M<m<2M
1 1 .
- | M<mz<2M e(am(n—n'))| < Stratn=)] S Tati—ay) comme précédemment,
m<E m< 2
d’ot
max ¥ | Y elamn-n)| < X min(M[lah]"), car | -
n nrg% M<m<2M Oghgﬁ
m< 2 m< 2
|l = [l|l-

Donc |S(M)]* « zL3
0
d’apres le lemme 3(i)(
Sy < L(zLYzq " + M + @)YV < L3(xq V2 + zu™'/? + 21/2¢1/?)

car VaM < \/x\/Z.

— En regroupant tout ce qui précede, on trouve, pour > ¢:

Z u(n)e(na) < u+(a:q*% +x%u+m%q%)£3+(a:qfl/z+mu*1/2+x1/2q1/2)£3

n<z

1 \
Comme zz2u = zu~ Y2 & u = 2'/3, on prend u = 2*/3, d’ou finalement:

Z p(n)e(na) < L£3(xq™? + 25/6 4 £'/2¢'/?).

n<z

(on a supposé x > ¢, mais la majoration est triviale pour ¢ > ).

11



Chapitre 3

Majoration sur les arcs
majeurs

Sur ces arcs, a est “proche” d’un rationnel a petit dénominateur. Cette idée est
traduite par le lemme suivant:

Lemme 1. Supposons que |a — %|

<
= qQ’
Alors | 32 p(n)e(na)| < (0 + §)maxmax| 35 p(m)]
n<a <z r<q _msn
PREUVE: Soit M, = ) ,u(m)e(%) =Y e(%) > u(m).

m<n r<q
Soit f =a — % Si on pose My = 0, on a:

| ; u(n)e(ng +npB)| = | ; (Mp — My_1)e(np)|
- = |Me(Bz) + <271 M,e(nB)(1—e(B))| par transformation
d’Abel, -
le(Bz)| = 1 = le(np)]
< gl car { N GO o) < i
),

e
< (1+ &)gmaxmax| >,  p(m)|, d’ou le lemme.
1907 n<a r<g | mzn
=r mod gq
+o0
Le probleme consiste donc & majorer Y. p(m). L’identité > u(n)x(n)n=*% =
m<n n=1
m=r mod q

1 EUREN . . 1 o1e
TG valable pour 0>1, conduit a chercher une estimation de 7= pour utiliser

ensuite la formule de Perron.

1
L(s,x)

On sait qu’il existe une constante absolue ¢; telle que:
— Si x est un caractere complexe modulo g, alors L(s,y) n’a pas de zéro dans la
zone 0 > 1 —

1. Estimations de

— Si x est un caracteére réel non principal, L(s,x) a dans la zone ci-dessus au
plus un zéro, qui est alors simple et réel. De plus Ve, Jea(€), f>1—ca(e)g™¢ =
L(B,x) # 0.

On va d’abord chercher & majorer %(s,x). Pour cela le lemme classique suivant

sera utile:

Lemme 2. Soit f une fonction holomorphe dans le disque {|s — so| < r} et telle
que

12



|s — 80| <7 =] f(s))|<e (M>1).

On suppose |f (30 |<— et f(s) #0 sur {|s—so| <r}n{o >o09—2r'},
ot 0<r'<y.

Alors | L

f( ) |<A sur {|s — so| < r'}.

PREUVE : cf [24] page 57.

Lemme 3. Pour § <o <2, [t| >, onalL(s,x)| < /dglt]-

PREUVE:
q +00 +00 q

- Llsx) = 2 x(@)( X (gn+a) ) = ¢ Z X(@)( 2 (n+3)"") = a7 X x(@)(s,5)
ou ((s,w) est la fonction zéta de Hurw1tz, définie pour w > 0 par ((s,w) =
+o0
Y (n+w)®.
n=0

- Or C(s,w) —w = (s— 1)(m+w s 2_: n-‘rw -8 f uiwL)QiJJrl du

= O(t"tm1 ") + O( 35 n=") + O(t [ u=otdu)

n=1
= O(t~'m'/?) + O(m'/?) + O(tm="/?).
Donc |¢(s,w) — w™®| < /2, en prenant m = |t].

q q
Par conséquent L(s,x) = ¢~* 32 x(a)(£)* +¢7* 3 O(V1)
a=1 a=1

q
= > 0(aY?) + O(¢*~t'/?), d’ott le résultat.
a=1

Lemme 4. Je3, Vi, |t| > 4, Vo, 1 — (( ’;‘)) < logqlt|.

Q\tl
PREUVE:
- So‘it S0 = 1+ qog(aiery T itos [to| > 4, o ¢y est tel que {[t] > 4,0 > 1— e}
soit une zone sans zéro.
Le disque {|s — so| < 3} appartient a la région {fo>1, |t > 1}

—+o0
'm'ﬁé A caro>1 3 ol = zm )X (m)n=".

< e — & IOg(‘I‘tUD

— Or, d’apres le lemme 7 |L(s,x)| < v/qlt| pour 5 L<o<2 |t > %
log(qlt
Donc dans {|s — so| < 1}, on a | £ :0);) | < 2k q‘ 0‘)\/q|t|.

D’ott ey, LL(SO’; |< exp(clg log qlto]).
+o0
De pius 155001 = | 55 XA »1 < 5 Amn~ = € (00) < .

n=1

Donc Jeyy, |4 :(?;‘) |<01110g(Q|t0|)

M = max(ci0,c11) log(gltol),
— On applique maintenant le lemme 6, avec ¢ 7 = %;
[ — Co
" T Zog(alta])
(quitte a diminuer ¢y, on peut supposer que pour tout g et pour |to| > 4, on
ar'<y).

OnaUO_QT—l 4m

Donc o9 — 2r'>1 —
%|t0|74/3)

4/3 1 1/3 —1/3
m & (qlto)?>q(|tol + 5 & ¢'/>>|to]71/% +

13



ce qui est vrai pour tout g et tout to tel que |to| > 4, car 1>471/3 4 L4=4/3,
d’ou L(s,x) # 0 sur {o > a9 —2r'} N {|s — so| < r}.
Finalement, d’aprés le lemme en question, %(0’ +itp) = O(log(qlto])),

_ __¢c __3co
pour 1 4log(gltol) Sos<l+ 410gQ\to|

/
Dans la zone restante, —( ,X) se majore comme Lf(so,x) ci-dessus.
Le lemme s’en déduit en prenant cz = Cg.

Il reste & majorer TI( ,X) pour [t] < 4.

Lemme 5. Soit x un caractére non principal modulo q.
On suppose que L(s,x) n'a pas de zéro pour o > 1 -4, |t| < 3 (avec
§<6).

Alors |%(s,x)| < % +logg, pouro >1—2 |t| <4.

PREUVE: Soit so = 1+ § +it, avec |t| < 4.
L(s,x) est holomorphe sur C car x est non principal. Dans le disque {|s—sq| < %}
on a:

w%mws%>$@=%.
+oo
—- L(s s [( Yy~*~1dy (en sommant par parties).
1 n<y
2
Donc |L(s,x)| < ¢ (pour o > 2, |L(s,x)| < ((o) < {(2), et sinon s reste
borné).
si x% # x0, L(s,x) ' < £7 (o0 >1),ou L =1log(qg+ |t| +1).
De plus pour [t| < c12¢7(log 2g) 72,

X = X0, L(s:0) ™ < CG(E +|t|7t) pour |t|>c12q (log2q) 2.
oll 15 est une constante absolue (cf [23] page 289 et 292).

Done |L(s0,x)| ™ <o ¢'+° = [£25 ] <B(e)g'*.

On peut donc appliquer le lemme 6 avec r = %, r' = % (<%, car 6<%)

et M = % + (1+¢)logg+logBe) (=09 —2r' =1-19).

D’ou |%(s,x)| < 3 +logg.

a) Dans le cas général

Pour un caractere y non principal, on a obtenu:

- Siff>4,0>1- W’ |12 (s,x)| < log glt],
- Sit| <4,0>1—cqle)g e, |Lf(s,x)| &L ¢¢ (cf lemme 9),

Vgq,1 — c13(e)g™>1 —
Vq,c13(e)q<j.
lt|<d =0 =1-cs5(e)g ",
On définit le chemin T par { [t|>4=>0=1- m;ﬁ
[tj=4=1- 104 <o <1—c5(e)g78,
ou ¢5(¢) = min(cs(€),c3 min 10”—54), de fagon a avoir Vg, 1 —¢5(e)g™ > 1 —
q=1,2,... g 2q

C3
log4q -

_ cs(e)

C1
avec ¢4 (¢) = =5 suffisamment petit pour avoir { log(4g+2)

1
= O(logq|t]) pour |t|>4.
Lemme 6. SurT on a { Lisx) —

Ao =0.¢)  pourlf <4

14



PREUVE :
=0+t €T,
=2 o1 + Ztl
D’aprés les lemmes 8 (pour |t|>4) et 9 (pour [t] < 4), on a Vs € [s1,82],
L'(six) _ O(—L-).

— Si x est un caractére non principal, soit

L(s,x) = T \l-o1
, L(s, —
Donc |log (29| = | f ELA 4| = O(s> — s1]12-) = 0(1).

Par conséquent = O(L(s2 X)) < Z n—2T71 d’ot le résultat.

1

L(s1,x)

— Si x est un caractere principal, le resultat decoule de propriétés classiques de
la fonction zéta. En effet L(s,x0) = ((s) [[(1 — p~%).

plg

on |ﬁs)| < log|t| pour 0 > 1 — e, [t > 4 (cf [23] page 178).

|ﬁs)| ~|s—1| <. ¢ pour |t|<4,0=1-cs5()q .
Reste & minorer [[(1 — p~%).

ple

Ona |[[(1-p~)| > [I(1 =p~7).

plg plg
Or p;:l = 0&°71, avec ¢ €]l,p] (d’apreés le théoréme des accroissements
finis),
Donc1l—p 7 = p;:l > Jpaipl,fp*l) =o(1-— %)

1
= [MA-p ) >TIe(1 - 1)) =0 [[(1-1)>0°@ [[(1-1),
ple ple pla r<q

ol w(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n.
En utilisant la formule de Mertens et la majoration w(q) < iﬂég (car 2¢(9) <

q), on trouve |[[(1 —p~*)| ! < o 15 log q.
plg

log g log g e
og2 — ¢ —Togs log(l 1054\1\)_

- Pour 1| 2 4, 0755 < (1 - o)~

cla _loggq
P __C14 *W Tog 2 Tog q|¢] —
Jeyg, log(l logq\t|) 2 — gy donc o les2 < ez raltl = O(1).

— Pour |t| < 4, o 1o <(T—ces(e)g™)~ 1563 = ¢ log3 loB(1—es(2)a™%)
< e Tz TloBd — (1),

Dot | [T(1 —p *)| ! « logq et le lemme.
plg

b) S’il n’y a pas de zéro de Siegel

Pour un caractere y non principal, on a obtenu:

=St >4, 0> 1 - glg, |5 (s,x0)| < logglt]-

-Sijt|<4,0>1— 102—64(1, |Lf(s,x)| < logq (cf lemme 9),
Vg1 — £8->1 — —~1
avec cg = <& suffisamment petit pour avoir {V ’ s 1°g4q log(4q+2)
q’log 4q <_
[tj<d =>0=1- 10g4q,

On prend cette fois le chemin I' défini par { | >d=0=1- 1ogq\t|

Lemme 7. SurT, on a L(s X) = Ollogaltl) - pour [t] 2 4,
) ’ L(s 0 = O(logq) pour |t] < 4.

PREUVE: cf celle du lemme 10. 1ok g rr e
log q c og g
Pour x principal et |t| <4, 0~ 1554 < e Toed 1081 1og'sg) < o Tor2 gty = = 0(1).
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c) Avec I’hypothése de Riemann généralisée (GRH)

On utilise les deux théoremes d’analyse complexe suivants:

Théoréme 1. (Borel-Carathéodory) (appelé aussi lemme de la partie réelle)

On suppose f holomorphe dans le disque {|s—so| < R}, et sup Ref(s) =

|z|=R

K.

Alors pour tout v, 0<r<R, on a sup |f(s) — f(so)] < RQI (K —

o
ls|<r

Ref(so0)).
DEMONSTRATION : cf [13] page 119.

Théoréme 2. (Hadamard) (appelé théoréme des trois cercles)
Soit f holomorphe sur la couronne 0<r; < |z| < rs.
Soit M(r) = |mlax |f(2)|, pour ri <7 < ro.
z|=r

Alors log M (r) est une fonction conveze de logr, c¢’est-a-dire:
Vr € [r1,r2], log(52)log M (r) <log(*2)log M (r1)+log(;-)log M (r2),

ou Vr € [r1,ra], M(r) < M(r )= a(’“)M(m) ("), avec a(r) = %.

DEMONSTRATION : cf [13] page 124.

Lemme 8. Si x n’est pas principal, on a, uniformément pour %<Ug <o<L1:
Ve, log L(s,x) <, (log(q([t] +2)))*727F=.

PREUVE:
— On applique le théoréme de Borel-Carathéodory & la fonction log L(s,x) et aux
cercles de centre sg = 2 + it et de rayons respectifs R = % — g et r = % -4,

ol 0<8<L et [¢] > 4.
Sur le plus grand cercle, on a Re(log L(s,x)) = log|L(s,x)|<Alog(q(|t| + 2)),
car L(s,x) = s [ (X x(n)y*~'dy = O(qls)).

1
1 ny

Donc pour |s — so| < 7, [log L(s,x) — log L(s0,x)| < 2122 (Alog(q(|t] +2)) —
Relog L(s0,x))
= |log L(s,x)| < 3-20

N

(a(1t]+2)) + 253% (—Relog L(s0,x)) + [ 10g L(s0,x)]
N———
<|log L(s0,x)|
_ ——6 .
< 272 Alog(q(Jt] +2)) + 72| log(L(2 + it,x)],

1 50
z Tz = log ((2).

avec |log(L(2 + it,x))| = | E (XWM

log n)n2+it

Done [10g Z(s.)| < 4 log(a(lf] + 2)).
— On suppose %<% +0<1<1+4n<o;. Pouro € [% +4,1], on applique le théoréme

des trois cercles aux cercles C1, Cs et C3 de centre o, + it et passant respec-

tivement par 1 + n + it, o + it et % + 6 + it (ie de rayons 1y = oy — 1 — 1,

ry =01 —0 et r3 :%—l-&-{—it).

On pose M; = sup |log L(s,x)|. Alors My < M;~“M$, avec a =

i

log(2)
5=

~ log(

wwlw

1‘11

log(1+5 715)

log (14125120 "

doita = F15 4+ O(L) =2 - 20+ 0(3) + O(n) + O(%).

+oo
On a déja M3<§ log(q(|t| + 2)), et, comme log L(s,x) = z %ﬁg(z), on a:
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400 400
M; < max (), ni\l(g‘g)n) <Y s <% (quitte & augmenter A). Donc:
e21+n p=2 n=2

| log L(o-+it, )| < (4)1 — (ALl o« oA (log(g(|#]+2)))* > FOCHO O,
= Vg, 3to(q), Y, [t] > to(a) = 5<5 + mrmearmmray <00 <1<+ GrmgamTy-

De plus Jqo, Vg > qo, on peut prendre to(g) = 0.

Pour tout ¢ et tout ¢ tel que |¢| > to(g), on prend oy = ; = % = loglog(q(|t| +

2)).

Comme (log(q(|t| + 2)))0("”0("”0(%) = O(1), on obtient:

Vg, VIt| > to(q), ¥x mod g, log L(s,x) = O((log(q([t| + 2)))**” loglog(q(|t| +

2))) pour 3 + m < o <1 et & fortiori pour gy < o < 1.

Pour chaque g<qo, log L(s,x) est borné sur {|t| < to(q), o0 < o < 1}, d’ou le

résultat.

Lemme 9. |m| Leyoo (q(Jt] +2))° pour <09 =0.
PREUVE : Soit 09> fixé.

— Si x n’est pas principal, on a 2 — 209 + <1 pour 1 assez petit.
Donc d’apres le lemme 12, on a log |L(s,x)| <o, (log(q(|t| + 2)))>270+n(o0)
sur {o = 09p}.
Soit £>0. Jtg(e,00), [t] > to(e,00) = —clog(q(|t]+2))< log|L(s,x)|<elog(q(|t|+
2)).

dott | 7] Kevoo (a(t] +2))°.

— Si x est principal (il y a un pdle en 1), on a L(s,x) = ((s) [[(1 —p~%).
plg
En appliquant la méme méthode que précédemment, on trouve:
[log {(s)] gy (log([t] +2))*727F= sur {o = o0, |t] > 2}.
e>0 et 09>0 étant fixés, on a =~ <. », (|t| +2)° pour o = oy.

C(s)
Reste & minorer le facteur [[(1 — p~*%).
pla

Soit £ tel que }3§§<5. On a:
- =20 -p ) >0~ 2> [[a- =) M- L)

N VP
plg plg plg p<€ Porjs

—_—— T
K(s)
_ 1

Or 11_{’ = ﬁ avec 6 E]%,l[, d’apres le théoréeme des accroissements finis,
donc: ’

21 21

pla pla
ITIL —p ) > K(e)([T(1-£)(3)72¢ . Or ¥ 1 < BL car 726 < g,
i By %
donc: .

s log ¢ log 2 e
ITIA-p )| > K()(3) =€ [T (1-1) > K(e)(byse [T(1-24) > B2 [ (1-2)
pla 2l P=q p<g p
——

car ig§z<5- Donc | ]_‘[(1 —p~9)|™! <. ¢ sur {o = 00}, d’ou le lemme.
pla
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2. Majoration de > pu(n)

n<z
n=a mod ¢

On utilise la formule de Perron effective sous la forme suivante:

—+o0
Théoreme 3. Soit f(s) = ) %= (0>1), avec a, = O((n)), ot ¥(n) est crois-
n=1
sante.
On suppose de plus Z laal — O(ﬁ) quand o — 1.

Alors sic>1, ¢ & N et si N est l’entier le plus proche de xz, on a:

c+zT
; an =57 [ f@)5dwtO(7E 1)a)+0( — Ilogm)+0(z;~p\;jz)1\mr|)-
n<e c—iT

DiEMONSTRATION : cf [24] page 60 (avec s = 0).

+0o0
Pour §R€S>1, on a E u(n)x(n)n_s = L(; ok Donc avec x demi-entier, a =
n=1 ’
Y(n) =1, on a:
1 etit d 1
zlogz
| E ,U,(TL)X(TL) ~ %im f st s‘;)| < T(c 1) + g
n<z c—iT

a) Dans le cas général

Lemme 10. Si (a,q) = 1, A>0, 3c(\), X u(n) < ze*NVIBT poyr ¢ <
n<a
n=a mod gq
(logz)*.
PREUVE:
— On utilise la formule de Perron en déplagant le contour jusqu’en I' (défini en
l.a).
T uxml <l [ oSl ]
s mrg [1— ogar +iT,c+iT]
+|ﬁ f slﬂf(sgié |+Tc 1)_+_m10gm‘
[1— W iT,c—iT)
1—_—S3 .
S Rl [ frlesdtlds< [ £ sl gy < (log gT)a ~ .
4<\£\<T 4<|i|<T 4<Jt|<T
1—cg(e)g ¢ N .
_ | f sL (s X)| <<5 f s |q5d5 < q f ﬁdt < qsml cs5(e)g
IiIFS4 |i|F54 It<
> log qT
- J S| < (e - pitp) § loggT < SE 1T + £
[1— +4iT,c+iT]

log qT

Donc| 5 u(n)x(n)] <. (log qT)2!~ BT 4geal—es(Ea 4 cxlogal | sloga |

n<z
c

T(c—1)"
— On prend c tel que C””_—Cl < zlogz: par exemplec =1+ loéx (= c””_—l = elogz).
On choisit g et T" de maniere & avoir log ¢7T" < log z, c’est-a-dire ¢7T" < z.

__cs - zlog qT
Alors| 3 p(n)x(n)] <. (logqT)?z' "o 4+ geal s —
n<z e ~ ——
fonction croissante fonction décroissante fonction décroi ¢
de T de g onction décroissante

de T
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Si on suppose ¢ < (logz)*, en prenant T' = eV!°8% on obtient:
| Z H(”)X(”)| <. me—clg(A)\/logac + me—clg()\,s)(logmﬂ*“ + me—cm()\)\/logac,
n<z

ceaui est optimal d’apres les propriétés de monotonie signalées précédemment.
On prend alors ¢(\) = min(c15(),c19(A, 35 ),¢20)-

— Pour démontrer le lemme, il suffit maintenant d’utiliser les relations d’ortho-
gonalité, valables pour (a,q) =1: 3. x(a)x(n) = { ¢(g) sin=amodq.

xmodgq 0 sinon.
nzzamod q x mod ¢ n<z
= ¥ )l < 55 T 1T xmpn)] < zetMVIET pour g <
ﬂEZ;n:i)dq xmodq n<z
(logz)*.

Lemme 11. On peut supprimer la condition (a,q) = 1 du lemme 1/.

PREUVE : Supposons a = da’ et ¢ = d¢' avec §>1 et (a’,q') = 1.

Alos Y ) =p() Y wln).

n<w n<Z
n=a mod g n=al modq
(n,6)=1
On peut supposer § sans facteur carré (sinon >, p(n) =0).
n<z S~
n=a mod ¢q 0
o _
Soit 0" = M)Ona( g)=1

On peut remplacer la condition (n,d) = 1 par (n,d') = 1. En effet:
- 0"6 = (n,d")|(n,d).

- (n,d) et (d,¢") sont premiers entre eux. En effet, soit m un diviseur commun.
On a m|n et m|q’, donc m|a’ puis m|(a’,¢') = 1. Or (n,8)|d = §'(0,q"), donc
(n,0)|¢', d’apres le théoréme de Gauss. Finalement (n,d)|(n,d’).

Par conséquent Y, pu(n) peut s’écrire comme une somme de ¢(d’) termes

n<a
n=a mod g

de la forme u(9) > u(n) avec (b,0'q") = 1, d’apres le théoréme chinois.
n<z
n=b mod §'¢’

Pour ¢ < (logx)*, on a §'q' < §¢' = q < (log %))‘I pour un certain \'>0.
En effet § < ¢ = (logz) ~ (log (logzw)x (log E)"’ < (logz)™
Donc > p(n) < ¢(8')5e” Whe§ « pe=c' (MVIoBT on prenant ¢! (A)<c(\).

n<az
n=a mod g

b) S’il n’y a pas de zéro de Siegel

Lemme 12. Si (a,q) = 1, Ver>0, Jeg>0, S opn) K zesVIET pour g <

n<a

n=a mod q

607\/10g T

PREUVE: On procede comme pour le lemme 10, avec le contour I' défini en 1.b.

Le seul terme qui differeest: | [ ¥ Sd;)| << f o' wet (log g)dt < (logq)z' 5.
r

lel<a
Donc | ; x(n)p(n)| < (log qT)2m1741057qT + (10g q)zt “Tsts 4+ mlc’%_

On suppose g < e°7V1°8% En prenant T = eV!°8% on trouve | Y x(n)u(n)| <
n<z

—cgV/l1og x
re cs g ,
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d’ou le résultat comme dans le lemme 14.
Lemme 13. On peut supprimer la condition (a,q) = 1 du lemme 16.

PREUVE: cf celle du lemme 15.

c) Avec I’hypothése de Riemann généralisée (GRH)

Lemme 14. Pour tout caractére x modulo q, on a | 3 x(n)u(n)| <. z3<¢.

n<z

PREUVE: On utilise & nouveau la formule de 7l?erron effective.
c+1i
1 1
Pour ¢ > 1,ona | Y p(n)x(n) — 5= [ sL(SX ;| < T(C 5+ zlogz 4 2 (O

n<z c—iT

prend ¢ = 2.
On déplace le contour d’intégration jusqu’a la droite {o = % + 8} (6>0), pour
[t <T.

L+04+iT
1 °d 1 °d 1
| X wx)l <5z [ stegltlss J s |+ gt J
n<z L4o—iT [14+6—iT,2—iT] [L4+6+iT,2+4T)
2
.
Lpopir T el
1 6 s
_ |m f sL(sX |<<56 3t qﬁf TM<<$2+ ¢T:.
T+6—iT -T
s 2
- lsiz J sg(sd,;)| Leys T (qT)".
[L4+0+iT,24iT]

Donc | 32 u(n)x(n)] K. s x2 ¢ Te + (qT) d’ot le résultat en prenant 6 = ¢
n<z
et T = 22
Pour obtenir une majorationde Y.  p(n), méme avec (a,q) = 1, on a besoin du

n<a
n=a mod q

lemme auxiliaire suivant:

Lemme 15. On suppose q < x. Alors pour tout caractére x modulo ¢', on a:
1
> x(mu(n) < x2¢¢.

n<z
(n,q)=1

PREUVE : Soient pi, po,...les diviseurs premiers de q qui sont inférieurs a .

— On peut supposer n sans facteur carré (sinon p(n) = 0). D’apres le lemme 18:

> p)xn) = 2 pn)x(n)= X pm)x(n) < ¢z 3 pn)x(n)l.

n<a n<z n<a n<a
(n,q)=1 - (n,q)>1 (n,q)>1

— D’apres la formule d’inclusion-exclusion (qui repose sur (1 — 1)¥ = 0), on a:

2 u(n)x(n)ZZl? 2 #pDx(h) = 2 Y (mpupi) + .

n<a

STy pirlapigla 1S5 5
+(=1)kH > > ()i P D)+
Piy @550y, g ,ﬁ
les p; étant supposés distincts. Il y a au plus logx termes dans cette somme

et on a:

2 > )i )< 3 L px(O)

Piy @55y, g lS,,il__m_pl.k Piy|qyspip lg IS5

=Piy Py

<. S (—2—)z+ ¢ (lemme 18)

Piy ---Piy,
Piylg, iy g
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L 1
<L x3te¢" > (pi1}~pik )2t
Diq [€5- Py, |a

<o w3teq e [I(1+ )

plg
1
s wrtegt [J(1+ ).
plg Ve
— Soit £ tel que i%g—g<6.
1 14+
[+ ) < H(1+%) [T+ 75) < K() [T+ }), car - <
pla p<g poe ey
—_———
) K(e)
1+ﬁ <9
1 —
1
rlq ogq
Done [T(1+ &) < K()(IT (1 + 227 < K()(I] (1 + 1)28
ple LA p<q
< K@E)gie [[(1+ 1) < Ke)g® TTA+1).
Y Y
D’on le résultat en utilisant [] (1 + %) ~ 67%; log g (cf [13] page 33).
p<q

Lemme 16. Pour tout ¢ <z, on a: Y. p(n) <. z2te.
n<ez
n=a mod g

PREUVE : Posons a = da’, ¢ = §¢" avec (a’,¢') = 1. Comme dans le lemme 15, on a:

> wn)=p@) X u(n)=u(5)¢(1q-r) > x(a) X pn)x(n)

n<a n<% xmodgq’ n<%§
n=a mod ¢ n=a’ mod ¢’ (n,8)=1
(n,8)=1
N 1
Donc d’apres le lemme 19, 37 pu(n) <. (§)27°¢°0°,
n<z

n=a mod g

d’oti le lemme car § = (a,q) < ¢ < z.
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Chapitre 4

Résultats et conclusion

1. Majorations de la somme ) p(n)e(an)
n<x

En utilisant le lemme 5 et le théoreme 4, on obtient:

(6+ &) maxmax| ¥ pm)| sig<

> uln)e(na) < MR s,
n<w (2673 + 22Q3 + 2¢)(log z)? sid<qg<@Q
Théoréme 1. (7) YA>O0, ; p(n)e(na) € Tz~
n<z
(ii) S’il n’y a pas de zéro de Siegel, 3c>0, Y. u(n)e(na) K we~cviesr,
n<z
(iii) Si Uhypothése de Riemann généralisée est vraie, S p(n)e(na) <. z8+e.
n<z
DEMONSTRATION :
~ Pour ¢ < (logz)*,ona 3  pn) K ze Mgz,

n<a
n=a mod g

On prend § = (logz)* et Q = (long)*‘
_Sin S xe—c(x)\/@’ on a grossiérement | Z U(m)| < xe—C(A)\/m'

m<n
m=r mod q

~ Si gemcWVIET < <z onag<d =g < (logn)x pour un certain
A'>0.
Donc | Z u(m)| < n@fc()‘l)vlogn < mefc‘()\l)\/logz‘

m<n
m=r mod g

Finalement VA, 3 u(n)e(na) €< —5—.
n<z (logz) 2

— S’il n’y a pas de zéro de Siegel, on a > pu(n) K we V18T pour ¢ <
n<az
n=a mod q

607\/10g:t
On prend § = e®21VI%87 o1 ¢y, >0, et Q = ze 21 VIoE?,
~ Sin < ze~eVIBT on agrossierement | Y p(n)| < ze~ Ve

m<n
m=r mod g

~ Si ze=e21V196% <y < z,0ona g <6 = g < eV pour un certain
cr>0.
Donc | Z u(n)| & ne—sVilogn & po—csVioga,

m<n
m=r mod g
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Dot le résultat en prenant ¢ = min(ca1,cg).-

— Si I'hypothése de Riemann généralisée est vraie, ona Y.  p(n) <. xzte
n<az
n=a mod q

pour g < x.
On prend § = z1/3 et Q = x2/3.
- Sin <+/z,on agrossitrement | Y. u(n)| € vz.

m<n
m=r mod q

~Siyz<n<z,onag<d=qg<n Donc| Y pun) <K nitc<
m<n
m=r mod g

T3te.

Finalement Y p(n)e(na) <. xste,

n<z

2. Conclusion

— On constate que pour majorer une somme ». f(n)e(na), o f est multi-
n<z

plicative, & laide de la méthode de Hardy-Littlewood, on a besoin de deux
“ingrédients” principaux:

— L’identité de Vaughan pour majorer sur les arcs mineurs: elle nécessite
l'utilisation d’une inégalité du type > |f(n)]* < z(logz)*.
n<z

— Un analogue du théoréeme de Siegel—V\_falﬁsz pour estimer les sommes du
type Y. f(n) pour ¢ < (logz)*. Pour cela on utilise une majoration

n<az
n=a mod q
de la série de Dirichlet Ly(s,x) = 3 £ () correspondante.

e
n<z

— On retrouve ce méme schéma dans [12], ou il s’agit de majorer des sommes
d’exponentielles du type S y*(™e(na), avec 0 < y<2.
n<z
— Une majoration de ((s)? et la formule de Perron effective permettent de
montrer:

Lemme 1. Il existe une constante ¢c>0 absolue telle que, pour |z| < 2-4,
¢ < (log)",
on ait pour tout caractére x modulo ¢ non principal:
|3 x(n)22M)| g e cVIEE,
n<z

On a de plus le résultat suivant:

Lemme 2. Sion a|z| <24, t>1 et loglogq = o(—2£2), alors:

loglog =
t
> 2 =2 3 Aj(2,0)(log 2)* 79 +05,¢(x(log )"~ (loglog ¢)+2),
n<a j=1
(n,q)=1

avec |A;(2,0)] <s,; (loglog q)’*.
ce qui permet d’obtenir une majoration de type Siegel-Walfisz:
Lemme 3. Si|2|<2—-6,t>1,1<q< (logz)®, alors:
t -
> A =gtp X G loga)

n<az

n=a mod q

+0s,6.0(58y (log 7)* =~ (log log )**?).
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— Pour estimer ) f(n)e(na) sur les arcs mineurs, on dispose d’un ana-
n<z
logue de 'identité de Vaughan, qui donne un résultat semblable & celui

du théoreme 4.

En regroupant ces deux estimations, on obtient: 3 y?(™e(na) = O(W)

n<z
pour y<2.
Comme on a l'estimation classique Y y®(™ = {C(y) + O(loém)}m(log z)v
n<x
on obtient, pour tout « irrationnel et pour 0<y<2: 3 y*Me(na) = o 3 y?™),
n<z n<z

ce que H.Daboussi (cf [6]) a généralisé sous la forme suivante:

Théoreme 2. Soit f une fonction complétement multiplicative telle que, pour
tout p
premier, on ait |f(p)| =y avec 0<y<2.
Alors pour tout « irrationnel on a: Y, f(n)e(na) =o( > |f(n)]).
n<z

n<z

Le probleme de savoir a quelle condition une fonction multiplicative f vérifie
Va e R\ Q, > f(n)e(na) =o( f(n)) reste ouvert.
n<x n<x

En particulier_pour f = u, les meilleures majorations connues de Y u(n)
n<z
sont:

— Y u(n) = O(ze=cV1987) ot ¢ est absolue et effective (cf [13] page 141).

n<z

— Y p(n) = O(x2e), qui est équivalente 3 GRH (cf [24] page 370)

n<z

(en revanche on a ¥ pu(n) = Q(22) sans aucune hypothose: cf [24] page
n<z

371).

Elles ne permettent pas de conclure pour l'instant.

Enfin, selon un résultat de Salem et Zygmund (cf [22] et [19]), pour presque
toute suite (an)nen a valeurs dans {—1,1}, on a:

I Z ane(na)l|w € v/ zlogz.

n<z

I ne semble donc pas absurde d’espérer une majoration du type 3 p(n)e(na) <. z2+=.
n<z
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