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Introduction

— Beaucoup de problemes d’arithmétique sont liés a des questions d’indépendance

entre les structures multiplicative et additive des entiers. L’étude du compor-
tement asymptotique des sommes d’exponentielles de la forme

> f(n)e(ns), (1)

n<z

ou f est une fonction multiplicative et e(nf) := exp(2inmnf) est additive,
permet d’obtenir des renseignements intéressants sur cette «indépendance».
1l est alors naturel de se demander pour quel type de fonction multiplicative
f on a, pour tout irrationnel 6:

> fmemd) = o - f(m)). (2)

n<z n<x

On notera D ’ensemble de ces fonctions et M ’ensemble des fonctions mul-
tiplicatives.

Dans le cas des fonctions multiplicatives a valeurs dans le disque unité, on
dispose du résultat suivant, di & H. Daboussi (cf [3], [4] ou [11] page 392):

Théoréme A. (Daboussi) Pour tout 6 irrationnel on a, uniformément pour
f multipli- cative o valeurs dans le disque unité:

Y f(n)e(nd) = o). 3)

n<z

Or on sait d’apres un théoreme de H. Delange ([6]) que si f est multiplicative
a valeurs dans le disque unité, elle admet une valeur moyenne non nulle si et

> %@ converge

seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées: { P
B> 1,£(2) # -1
On obtient ainsi une premiere classe de fonctions qui vérifient (2):
1 f(p)
p

{feM, |fl<1, Y converge, Ik >1,f(2%) # -1} c D.

p

Plus généralement, K.H. Indlekofer ([9]) a obtenu (3) en supposant seulement
que f est uniformément sommable.
Définition: Une fonction arithmétique f est dite uniformément sommable si

on a: 1
Jim (sup= D f(m)]) =o.

z>1 T n<w
[f(n)|2y



On notera L£* ’ensemble des fonctions multiplicatives uniformément som-

mables.

Indlekofer a montré ([9]) que les fonctions de £* qui ont une valeur moyenne

(S % converge
P

Z |f(p1)_1|2 < 400

non nulle sont caractérisées par les propriétés suivantes:

On obtient ainsi une nouvelle classe de fonctions contenue dans D.

En utilisant le principe de I’hyperbole de Dirichlet, Chowla ([1]) a montré que
la fonction d (nombre de diviseurs) est aussi dans D:

Théoréme B. (Chowla) Pour tout 6 irrationnel, on a:

Z d(n)e(nf) = o(zlog ). (4)

n<z

En fait, Erdos ([8]) a montré qu’en général, on peut obtenir une majoration
bien meilleure:

Théoréme C. (Erdds) Pour presque tout 8, on a:

Z d(n)e(nf) = O(y/zlogx).

n<z

Par ailleurs Y. Dupain, R.R. Hall et G. Tenenbaum ([7]) ont montré que les
fonctions y* sont dans la classe D lorsque 0 < y < 2 (ici Q(n) désigne le
nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité):

Théoréme D. (Dupain, Hall, Tenenbaum) Si0 < y < 2, on a pour tout

0 irrationnel:
>y Memd) = o 3o y2™). (5)

n<z n<x

Leur démonstration — de nature analytique — s’appuie entre autres sur une
estimation du type «Siegel-Walfisz» du comportement de y** dans les progres-
sions arithmétiques de raison «petite» .

Dans ce qui précede, les fonctions multiplicatives considérées sont a valeurs
réelles positives. Pour des fonctions f plus générales, seuls des résultats du
type (3) semblent accessibles.

Dans cette direction, H. Daboussi (cf [2]) a généralisé (5) de la facon suivante:

Théoréme E. (Daboussi) Soit f une fonction complétement multiplicative
telle que
pour tout nombre premier p on ait |f(p)| =y, avec 0 <y < 2.
Alors pour tout 8 irrationnel on a:

> Fmemd) = o 3 1£(m)]).

n<lz n<lz



2.

Résultats

— Le premier objectif de cet article est d’obtenir un résultat de stabilité de la
classe D par convolution. On montrera le résultat général suivant:

Théoréme 1. Soient f et h deux fonctions multiplicatives telles que:
h(p)— h(p)—1|? h h(p"
(H1) % (12 1’ s | (pio 1 ; 3 | g)p)l et % | iﬁ-)l

. <3 h(p)—1]> & P k>2
convergent.

(H2) Vp, 1++§)%{')¢0

Fyf>0

(F2) n;mf(n) = o(mn;x %)

(F3) f € D.

Alors, si on pose g := fxh, on a: g € D.
Dans la pratique, on utilisera souvent des hypothéses plus faibles:

Corollaire 1. Soient f et h deuz fonctions multiplicatives telles que:
(H’1) |h| <1 et %@ converge.
P

(H’2) 3k > 1, h(2") # —1.

(F1) f >0
(F2) ¥ f(n) =o(z ¥ L)
n<x n<x

(F3) f € D.

Alors, si on pose g := f*h, on a: g € D.
En particulier, h = 1 convient, ce qui donne:

Corollaire 2. Soit f une fonction multiplicative telle que:

(F1) f > 0.
(F2) 5 fn) =o(e ¥ )y,

On suppose que: f € D.
Alors, si on pose g := f*1, on a g € D.

On sait (voir par exemple [11] page 340) que la condition (F2) est vérifiée des
qu’il existe des constantes A\; > 0 et 0 < Ay < 2 telles que:

Vp premier, Vk > 1, 0 < f(p*) < )\1)\’5_1.

— Considérons les fonctions diviseurs généralisées d; (I € N*), ou d;(n) est le
nombre de manieres de décomposer n en produit de [ entiers non nuls.

En remarquant que

> di(n) ~ ﬁm(log )t

n<z

et

n<z



on constate que f = d; entre dans le champ d’application du corollaire 2. On
voit donc que si d; est dans D, alors dj; aussi. Comme d; est évidemment
dans D, on en déduit:

Corollaire 3. Pour tout [ € N* et tout @ irrationnel, on a:

Z di(n)e(nf) = o( Z dl(n)) = o(z(logz)" ).

n<lz n<lz

Remarquons que cette assertion peut également se déduire des résultats de
[7]. En effet, la méthode employée par Dupain, Hall et Tenenbaum dans cet
article pour établir (5) fonctionne sans changement (cf la remarque page 406)
dans le cas de w(n) et fournit:

Z y*Me(nh) = o(z(logz)?™") #eR\Q, y>0).
n<z
Si on considere la fonction d,,, définie par:
—+o0
d
S B _ e (Re s > 1),

ns
n=1

on peut écrire d, = y“ * h, avec:

ce qui permet de conclure que d, est dans D pour tout y > 0.

L’intérét est ici d’avoir obtenu le corollaire 3 par des moyens élémentaires,
sans faire appel a des estimations du type «Siegel-Walfisz».

En combinant le théoreme E — dont la démonstration utilise (5) —, et le principe
mis en évidence de stabilité de la classe D, on montrera ensuite le résultat
suivant:

Théoréme 2. Soit y > 0. On suppose que f, multiplicative, vérifie les condi-
tions:
(i) |f(p)| < y pour tout nombre premier p,
400 v
(i) La série Y, %(logp”)m”(l_y’o) converge.
p v=2
Alors pour tout 0 irrationnel, on a:

Z f(n)e(nb) = o(z(logz)? ).

n<z

On voit facilement que ce résultat contient les théoremes A, B, D, E et le
corollaire 3, ainsi que le fait que y“ et d, sont dans D pour y > 0.

Dans le cas ou 0 < y < 2, le théoreme 2 découle assez facilement du théoreme
E, par un argument de convolution. Un examen attentif de la démonstration
dans [2] montre que la preuve du théoreme E — en son état actuel — n’est
transposable a la situation d’une fonction multiplicative générale satisfaisant
les conditions (i) et (ii) que lorsque 0 < y < 2. En effet le résultat provient,
en dernier ressort, du fait que la quantité



tend vers 0 quand T tend vers +00, ce qui n’est vrai que pour y < 2.

C’est pourquoi dans le cas général, on emploiera une méthode analogue a celle
de la démonstration du théoreme 1, reposant sur la stabilité par convolution
du comportement des sommes d’exponentielles mises en jeu.

— Le théoreme 2 ne donne un renseignement non trivial que si

) y — Ilj‘(p)l < too.

Sous cette hypothese supplémentaire, le résultat peut s’écrire de la facon sui-
vante:

Corollaire 4. Soit y > 0. On suppose que f, multiplicative, vérifie les condi-
tions:

(i) |f(p)| < y pour tout nombre premier p,

+oo v
(i) La série Y. > %(logp”)m”(l_y’o) converge,
p v=2

(111) La série w converge.
P
Alors pour tout 0 irrationnel, on a:

> fmemd) = o 3 1£(m)]).

n<lz n<lz
— Par ailleurs, on ne peut pas supprimer la condition
+o00
|£ (") -
Z Z o (logpu)maz(l y,0) < 400
p v=2

du corollaire 4. Ainsi, on montrera que la fonction multiplicative 29 — qui
vérifie les hypotheses (i) et (iii) pour y = 2 — n’appartient pas a la classe D:

Théoreme 3. Il existe un irrationnel 0 tel que 'on ait, quand x tend vers

o Z 29(")e(n0) = Q( Z 29(")).

n<x n<z

De méme on peut montrer que pour y > 2, ¥ n’est pas dans D. On constate
donc que la restriction 0 < y < 2 dans le théoreme D est inévitable.

Remerciements : Je tiens a remercier le referee anonyme pour des remarques qui ont permis de
simplifier certains points — notamment la démonstration du théoréeme 2 dans
le cas 0 < y < 2 — et de clarifier la démonstration du théoréme 1.

3. Démonstration du théoreme 1

Pour tout réel 0, et tout > 1, on note:

G(z,0) ==Y _ g(n)e(nh).

n<z



On pose G(z) := G(x,0), dont le comportement peut étre relié & celui de f de la
maniere suivante:

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme 1, on a:
f
<z Z (6)

PREUVE : D’apres Indlekofer ([9]), les hypotheses (H1) et (H2) montrent que h est
absolument sommable et vérifie, pour un certain A € C*:

Z h(n) ~ Az. (7)

n<z
Ensuite, en écrivant

pe 3Gy = 3 ) [ - 37 ),
m<zx

<

3
AN
8

puis en séparant en deux la somme, selon la position de m par rapport a 3, on

obtient:

e 3G« 3 2 - o] (K 3 ) 3 o

m<z m< & <> I<K m<zx
(8)

Un € strictement positif étant donné, on peut d’apres (7) choisir K = K(g) pour que

la valeur absolue dans le premier terme soit majorée par . A cause de I’hypothese

(F2), le second terme de (8) est alors majoré par 5F f( )

m<z

pour = > xo(e), ce

qui fournit le résultat attendu.

a) Cas ou Z f ) < 400

En écrivant la somme d’exponentielles sous la forme

=D flm) Y )

m<z <z
> S

et en séparant en deux termes suivant la position de m par rapport a K, on obtient:

Gzh) < Y f(m ‘Zh lmﬁ‘ 3 fm) [Zm(m]. 9)
<z

m<K <z K<m<zx

Du fait que h est uniformément sommable, on déduit facilement que le terme entre
crochets et majoré — & une constante pres — par = (cf [9]).

Si on fixe £ > 0, ’hypothese supplémentaire faite ici sur f permet de majorer le
second terme de (9) par 5F, a condition de choisir K’ = K (¢) assez grand.

Pour le premier terme on a vu que h — étant uniformément sommable et de
valeur moyenne non nulle — appartient a la classe D. Tous les mf étant irrationnels,
on en déduit que 'on peut majorer le premier terme par £F pour x > xo(e).

On obtient ainsi:

G(z,0) = O(G(CU))

car le lemme 1, joint a ’hypothese faite sur f, donne G(z) < x.



+o0o
b) Casou ), —fgf) = +00
m=1

D’apres Indlekofer ([9]), le fait que h soit uniformément sommable et de valeur
moyenne non nulle permet d’en déduire une écriture plus pratique sous la forme
d’une convolution:

Lemme 2. Il existe des fonctions multiplicatives h et Y et une constante A > 0
telles que:

- > [h(n)? < A%
h = h 1, avec ZM<+ooet n<az
n Vp,|h(p)| < A

On notera, de maniére analogue a G(z,6):
H(z,0) ==Y h(n)e(ns).
n<x

Remarquons que l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne immédiatement:

H(z,0) < z.

Les propriétés de h permettent d’obtenir des renseignements intéressants sur son
comportement dans les sommes d’exponentielles (cf [10]):

Théoréme F. (Montgomery, Vaughan) Si |6 — %| < q%, (a,9) =1 et2< B<
q < %, alors:

B’
~ xr 1 3
T -3 5, 1
H(z0) <« gz + 2B~ 2 (log B) (10)
En utilisant le lemme 2, on peut écrire:
Glzf) =Y ¢(l)f(m)1§r(i lme). (11)
) lm )

Im<z

D’apres le lemme 1, il suffit de montrer que pour tout € > 0 et pour z > zy(e),
le membre de droite de (11) est

f(m)
Le .
T
m<z
La convergence de la série > M et la majoration H(z,0) < x permettent de
1

supposer | < L, ou L = L(e) est choisi assez grand.

L’hypothese
5 s ol 1)

m<z m<x

permet également de restreindre la sommation de (11) au domaine Im < #(5) pour

toute constante fixée x4 (¢).
Il reste donc & montrer que pour y > z3(g), on a:

Z f(m)l:l(%,mﬁ) <L ey Z % (12)

M5 m<y

Or le résultat de Montgomery et Vaughan implique la propriété suivante:



Pour chaque £ > 0, on a H(z,0) < ex dés que © > z1(€) et

@ere=U U [5-5+ 5]

¢<B 1<a<q
(a,q)=

avec B = 5% et Q = LE%J On peut prendre par exemple z1(¢) = exp (%)
On voit bien que la sous-somme de (12) correspondant & {mf} ¢ E(e) est
majorée par le membre de droite. Il suffit donc d’évaluer, pour y > z2(g):

{SM}EE(E)

Dans ce but, on majore la fonction indicatrice de E(e) par le polyndéme trigo-
nométrique:

OF Y (e Oy 5 (M ni(0-2))

4<B (1<a)<q qQ SIH q<B 1<a<q |k|<qQ
a,q

ou C est une constante absolue.
On reporte dans (13), et on intervertit les sommations. Comme f est dans D,
on voit — par sommation d’Abel — que la contribution de chaque k # 0 est

o( 3 A,

On obtient donc que (13) est
f(m
8 + o E< m

ce qui fournit bien le résultat attendu.

4. Démonstration du corollaire 1
Il suffit de montrer que les hypotheses (H1) et (H2) de la proposition 2 sont
vérifiées.
— D’apres (H’2),
3k > 1, Re(h(2%)) > —1.

Donc
+o0 1

+oo h 2"’
m;éj>z§:%
=1

De plus

+o00 +o00
I |
Vp > 3, %eg - ZE — = — > -1,
a k=1 v k=1 bt

ce qui donne (H2).
— Pour prouver (H1), on utilise ’identité classique:

Yu € Clul <1=|u—1J* < 2Re(1 —u).



En particulier
Vp, |h(p) = 1> < 2(1 — Reh(p)).

Or par hypothese
< +o0.

Z 1 — Reh(p)

B p

Donc ) N
-1
s -1
> p

Soit x la fonction caractéristique des p tels que |h(p) — 1] > L.
On a:

X@) =1 = 5 <[hp) — 1P < 2Re(l - h(p),

ce qui donne:
Vp, x(p)|h(p)| < 8(1 — Reh(p)).

Or 1 — Reh
Z — Reh(p) +o0,
> p
donc L L
) |1 (p)] :Zx(p)l @l
) p > p
In(p)-11> %
Enfin .
h 1 1
Z| (i” Sz_k: (p—1)
k>2 D k22p bp
d’oul .
h
Sy eIl
p k>2 p

(H1) est donc vraie, ce qui termine la preuve du corollaire.

5. Démonstration du théoreme 2

a) Danslecas 1<y<2

Le résultat se déduit du théoreme E par convolution.
Soit g une fonction vérifiant les hypotheses du théoreme 2. On peut supposer

T y—lg(p)] < +00,
~ p

car sinon on a directement, pour tout 6:

G(8)] < D lg(n)| = o(z(log ) ).

n<z
Définissons une fonction f completement multiplicative de la maniere suivante:

— Si g(p) = rpe¥», avec 0 < 1, <y, on pose f(p) = ye’».
— Si g(p) = 0, on pose f(p) = ye'’r, avec 6, quelconque.



On peut écrire g = fxh, les séries entieres correspondantes vérifiant:

“+oo +o00 +o00
fl< 1, Y gw)z = (30 £0)=) (3o )2,
v=0 v=0 v=0

d’ou, puisque f est compléetement multiplicative:

+0o0 +o00
D h(p)z = (1-f(p)2) Y g(p")"
v=0 v=0

Donc on a pour tout v > 1:

h(p") = g9(”) — Fp)g(P"™").

En particulier, d’apres la définition de f, on a:

|h(p)| = lg(p) — f(P)| =y — |g(p)I-

On en déduit:

+ooh v v—1 _
z_:lli)py)l Zlg ()(p )I<y Ig Zlg

v>2 v>2

Par conséquent, comme on a supposé

5 y —lg(p)] < +o0,
~ p

on obtient, en utilisant également l’hypothése (ii):
WL
p v>1

puis
+o0
h
Z |h(m)| <+
m=1

On peut donc écrire, pour tout K:

= > h(m) > fe(Imb) + Y h(m) Y f(l)e(lms). (14)

m<K I<E m>K 1<

3

Soit € > 0 fixé.

Dans le second terme, la somme intérieure est majorée par = (logz)¥~!, car
|f| = ¥ avec 0 < y < 2, si bien que le second terme est majoré par Sz(logz)y !,
a condition de choisir K = K (&) assez grand.

Dans le premier terme, pour chaque m < K, on peut appliquer le théoreme E &
la somme intérieure, ce qui donne & nouveau — en choisissant x > () — un terme
majoré par z(logz)v~'.

Le théoreme 2 est ainsi démontré dans le cas ou 0 < y < 2.

b) Danslecas0<y<1

La démonstration précédente est presque identique. Dans le second terme de
(14), la somme intérieure est majorée par < (log %)yil et la condition (ii) du
théoreme assure que pour K = K (¢) assez grand et © > x1(¢):

K<m<z

10



c) Dans le cas général

En utilisant la méme méthode que dans la démonstration du théoreme 1, on va
montrer que si le théoréme 2 est vrai pour y — 1, alors il est également vrai pour y.
Ceci, joint & ce qui précede, montrera que le théoreme 2 est vrai pour tout y > 0.

— Soit donc g une fonction multiplicative vérifiant les hypotheses du théoreme
2 pour un certain y > 1. Définissons alors les fonctions multiplicatives f et h
de la facon suivante:

Si g(p) = yuy, avec |u,| < 1, on pose

VEk >0, {

On peut alors écrire g = fxh*, avec, en ce qui concerne les séries entieres:

1
Ve 2l <L, Zg l—uz)yll—uzzdj
Donc
+0o0
> 1—up2)¥ Y g(p")2"
v=0

On obtient ainsi:

’
vk 20, v(") = Y (-u)” (1) 90" ),

14
v=0

avec, comme y > 0:

AN yly—1) ... (y—v+1) y(y-{—l)...(y-{—u—l)z
= ; <

! v!

En tenant compte du fait que (p) = 0, on trouve:

+oo +oo k1 Eky 1o v k
;w] <Z Zd ol "”I<Z 0 dp), §2 o) 5~ )

apres avoir changé v en k — v dans le second terme.

Comme Z = (1 - %)ﬂl est borné, on obtient finalement, grace a
k>0

Ihypothese (11):
p k=1
puis
+oo
3 )l _ n
m=1 m

Il en résulte qu’il suffit de montrer le résultat du théoreme pour fxh.
— Posons donc:

S(@,0) :=>_(fxh)(n)e(n).

n<z

On veut montrer que pour 6 irrationnel, on a:

S(z,0) = o(z(logz)?~").

11



6.

Procédons comme dans la démonstNration du théoreme 1. Comme h est de
module au plus 1, on peut prendre h = h dans le lemme 2. On écrit ainsi:

=3 f(m)H(%,m&), (15)

ou H est défini comme H. Comme on a:

Y1 < Y dyi(m) = o(x(logz)¥ ),

m<x m<x

on peut restreindre la sommation de (15) au domaine m < (57 pour toute
constante fixée z; (¢).
Il reste donc & montrer que, pour z > z3(g):

Z f(m ( )<<sz(logz) -1 (16)

Mo

En définissant E(e) de la méme fagon que dans la preuve du théoréme 1,
on obtient de maniere analogue que la sous-somme de (16) correspondant &
{m0} & E(e) est majorée par le membre de droite.

Pour évaluer, pour z > z2(¢), la somme

m<z

{6m}EE(e)

on majore & nouveau la fonction indicatrice de E(g) par le polynéme trigo-
nométrique

QZ SEDINC —|—Q)cos(27rk(0—g)),

g<B 7 1<a<q [k|<qQ

puis on reporte dans (17) et on intervertit les sommations.
Comme | f| vérifie les hypotheses du théoreme 2, que ’on a supposé vrai pour
y — 1, la contribution de chaque k # 0 est, par sommation d’Abel:

0(z(logz)?™").
On obtient donc que (17) est
< (e +0(1)) (log z)*~,

ce qui termine la démonstration.

Démonstration du corollaire 4

Ecrivons |f| = dy*1. Les séries entieres correspondant & ces fonctions multipli-

catives vérifient:

+00 I
Vz, 2] <1, YO If0) = (1=2)7 =)
v=0 v=0

On en déduit facilement, pour tout k entier:

k

weh) =3 (0" (1) 176,

v=0

12



d’oli:

Xk: I

v=0

En tenant compte de la relation ¢ (p) = |f(p)| — y, on trouve ainsi:
y — |f d k—v
Z = > LS @)
k>2 v=0

<<3/

+0oo v
i 0]
v=2 b

d’on, grace aux hypotheses (ii) et (iii):

2 Z 0o,

p k=1

et enfin:

+0o0
[y (m)]
= < 400

On en déduit facilement que:

> 1f ()| ~ z(logz)¥ ",

n<z

d’ou le corollaire annoncé.

7. Démonstration du théoréeme 3

Dans ce qui suit, on aura besoin de I’ordre moyen de la fonction 2. Pour la
commodité du lecteur, nous rappellerons comment on peut ’obtenir, en procédant

par convolution a partir de ’ordre moyen de la fonction d.

a) Identités de convolution

Comme on a affaire a des fonctions multiplicatives, il suffit de vérifier ces iden-

tités sur les puissances de nombres premiers.

Lemme 3. On a2 = hxf, ot h et f, multiplicatives, sont définies respectivement

par:

{szl,h@k):o L et fmy={n si Ik > 0,n = 2%
)= ok

Vp # 2,Yk > 0,h(p*) = 0 sinon

PREUVE:
- Soit p# 2 et k> 0.

k
=3 @) h@Y) = hpt) = 2F = 200",
v=0 Y

=0 Si v#£0

— Prenons £ > 0. On a:

2k — Z 21/ 2k—ll) — f(2k) — 2k — 29(2}“)_

*0 Si v>0

13



Lemme 4. On a h =dx* g, ot g, multiplicative, est définie par
0 si k>3

k—2 ;
Vp # 2,9(p") = {2 Sik22 o g@by={1  sik=2
0 sik=1 9 sik=1
PREUVE:
— Soit p#2et k> 2.

k k
(dxg)(P*) =Y g(")dp* ™) = (kA 1)+ 2" (k—v+1) = (k+1)+ 22” 221

v=0 v=2

k—2 k—i k—2 k=1

=(k+1)+) Y 272 = (h+1)+ Y @2 -1 =14 20 =2k = p(ph).

=0 v=2 i=0 i=0

— Pourp#2et k=1, 0n a:
(d*g)(p) =2 = h(p).
— Pourp=2etk>20na
k
(dxg)(2") =D g(2")d(2" ") = (k+1) = 2k + (k — 1) = 0 = h(2").
v=0
— Pourp=2et k=1, ona:
(dx*g)(2) =0=h(2).
b) Ordres moyens
+ m), on a:

Lemme 5. Si on pose C = ] (
p>2
1
Z h(n) = ch logz + O(z).
n<z

PREUVE:
— D’apres le lemme 4, on a:

S =30 S d) = 3 o) (les +O(3)),

n<lz k<z YS% k<z
soit:
_ g(k) g(k)logk lg(k)|
%h(n)—wlogng—xéT—FO(w% . ) (18)

— Pour tout « réel, on a:

k<z <

La série Z ‘g | des que « est tel que 3% > 2 (pour p = 2, il n’y a qu’un

nombre ﬁm de termes non nuls dans la série). Pour @ > }ggg, on obtient ainsi:
=)

V= 2
)= I (0 )

2<p<z

RGP || (1+z

k<z 2<p<lz

14



ce qui montre que la série > gtk) converge absolument (a > 53—3 = 2a >1).
On peut donc écrire:

(k) _ = g(k) 9(k)
Z k _Z k _Z k

k<z k=1 k>x
avec
+oo
=) = (5 ) (1 5 = 7
— =(1-24= 1 =—. (19
2w -l ) L0 pgg) =7
et, en s’inspirant de la méthode de Rankin, et en prenant o > }%g—g:
g(k) 1 lg(k)| 1
Z k < rl—a Z o4 <a rl-a’ (20)
k> k>z
Par ailleurs, si %@% <a<l ona:
g(k)loghk Ig
DRGNS (21)

k<z k<z

— En choisissant a quelconque dans ]1(0)_2%’1[ et en reportant (19), (20) et (21)

dans (18), on obtient le résultat annoncé.

Lemme 6. Avec la méme constante C' que dans le lemme 5, on a:

c
2%(n) — log )? log ).
Z 810g2w( ogz)” + O(zlog x)

n<z

PREUVE :
— En utilisant le lemme 3, on peut écrire:

D2 =3 fk)

n<z k<z <

»\s

ce qui donne, d’apres le lemme 5:

3 2% =37 ik ( log T+ O(% ))

n<z k<z
soit
¢ flk) C f(k)logk f(k)
Q(n) — = EASLY S\
22 43510ng A 433 A +O( Z A )
n<z k<z k<z k<z
— Oron a k) |
ogx
D= X =5 tom
k<z 0<r<log, = &
o () logh llog, ) (L1ogs o] + 1)
ogk _ 08y T 0gy x| +
Z % = Z log2" =log2 5
k<z 0<r<log, x
_log2 /logx 2 (logz)?
2 (log2 0(1)) ~ 2log?2 + Olog 7).

On trouve donc finalement:

c
2%(n) — log )? log ).
Z 810g2w( ogz)” + O(zlog x)

n<z
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c) Minoration de la somme d’exponentielles

Posons S(z,0) = 3. 2%(We(nd). Le principe de ’hyperbole, avec le lemme 3,

n<z
donne:
=310 S hik)e(kif) = S1(6) + S (6)
1<z kg%
avec
=> " fu Zh e(klf)
<y
et
Zh > fDe(lkd).
k<2 y<i<z

— On a tout d’abord:

ce qui donne, d’apres le lemme 5:

<<Zf logw-xlongl

<y 2r <y

d’ou finalement:
S1(0) < zlogxlogy. (22)

— La deuxiéme somme peut s’écrire sous la forme:

S2(6) = T1(6) + To(6)

avec
Ty (6) = k) Y f(e(lko)
ﬁ<k§§ y<z<m
T5(6) = k) > 27e(27k6)
k<2 ar<e

— Dans la somme T7(f), comme § < 4y, il y a au plus deux puissances de 2
dans |y, 7], d’ou:

ce qui, grace au lemme 5, donne:
Ti(0) < zlogz. (23)

— Dans T»(6), pour chaque k, ce sont les deux plus grandes valeurs de r qui
jouent un roéle prépondérant. On écrit donc T5(0) = Uy (8) + Uz(6), avec:

= > h(k) > 2"e(2"k6)

kS% log, y<r<|log, £|—1

Us(8) = 3 h(k)2los £l -Te(allom £1-1 1) (1 + 2e(208> %Hka))
k<

La condition k < 2 1y assure que l'on a [logy ] — 1> logy y.
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Une majoration grossiere donne:

2| x h(k)
U1(0)] < D h(k) > < Y h(k)(Ms ET-1) < 2 D=
k< log, y<r<|logy £ |—-1 k<% k<z
Or, en effectuant une sommation par parties, on obtient, avec le lemme 5:
hk) 1 ” du C [ logu du
— == h(k — h(k) = — 1
S =S+ [ F Y nw =T [ 2 ooga)
k<z k<z k<u
soit Wik o
% = g(logars)2 + O(log x).
k<z
D’ou finalement:
c 2
|U1(9)] < I—Gx(logm) + O(zlog z). (24)

C’est la somme U(#) que 'on va chercher & minorer:

U2(0)] > Re Us(6) = 3 h(k)QUogz%J—l(cos@tlogz%ka9)+2cos(2t1°gz%J+11m9))
kgﬁ

Or pour tout a, on a I'inégalité cos(2ra) > 1 — 27x||«||, donc:

U20)] > 3 h(k)2toss £1 (3 — 2r|j2lios2 £ Lg|| — dr|j2ls: £ kg

k<&

Or on a ’encadrement suivant:

T <olloea tlp <
5 = <
ce qui donne:
U2(6)] > (1 — 27 M (,,6)) U2(0) (25)

si on pose:
My )= max |nf]

ollog2 vl |y,

Or d’apres les majorations (22) et (23), on a:
Us(8) = S(z,0) — Ui (0) + O(xlog zlogy).
Par conséquent, en reportant dans (25), on obtient:
S@O)] +[U1(6)] = (1= 20 M (2,9.6)) (S(.0) - Ui (0)) + Ol log log y)

soit, d’apres le lemme 6, et la majoration (24):

|S(z,0)| > 1—6(; ((1022 —1)(1 - 2rM(z,y.0)) — 1)m(10ga:)2 + O(zlog xlogy)

On obtient finalement, uniformément en x, y et 6:

|S(z,0)] > ((1—10g2)—7r(2—10g2)M(a:,y,0))S(a:,0)+(’)(:rlog:rlogy). (26)
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d) Etude de M(z,y.0)
On va montrer le résultat suivant:

Lemme 7. Soit ¢ : R} — R telle que lirf ¢(x) = +00. Soit e > 0.
T—r+00

Alors il existe un irrationnel 0, . et une suite strictement croissante
(zq) d’entiers
naturels telle que:

Vl] € NaM(Xq7¢(Xq)76¢75) S €

PREUVE :
— On cherche 64 . sous la forme

+0o0

94,’5 = Z 2 v

v=0

ol (ay,) est une suite strictement croissante d’entiers naturels.
Pour tout n € [£,2] tel que n = 2U°82%/ (k € N), on a:

+o0
= ||k22tlog2 vl=av) = ||k Z glloga yl—av || < polloga y]+1-minfa, > llogs y]}

v
ay>|loga y]

soit:
2z

M@y 0s.) < Sointar>Togs ]}

— On définit alors la suite (z4)g4en de la manieére suivante. On pose:

(27)

zo € N* quelconque
o = max{1 + [logy $(x0)],2 + [logy 7o — logy ] }

puis, par récurrence:

{wq-l-l > x4 tel que |logy ¢(zg41)] > @
g1 = max{l + |log, ¢(z441)],2 + llog, Tgr1 —logy el + (¢ + 1)}

— Comme on a:
Vq € Naanrl > Qq + (q + 1);
la suite () est strictement croissante. De plus 6 . est irrationnel (sinon (o)
serait périodique et ag41 — aq serait borné).
— Soit ¢ € N. Par construction, on a:

a; = min{a, > [log, #(z,)]}

En effet oy > |log, ¢(z,)] et Vv < q, o, < g1 < [log, d(zy)].

Donc, d’aprés (27), on a bien défini une suite strictement croissante (z,) telle
que:

2xq
2%q

Vg € N,M(xq,0(Xq)00,:) < <e.
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e) Conclusion

On peut maintenant regrouper tous les résultats obtenus précédemment.
On choisit € > 0 tel que:

(1—1log2) —7m(2—1log2)e=A>0.

On prend la fonction ¢ = log. Elle vérifie bien les hypotheses du lemme 7, ce qui
fournit un irrationnel 6,4 . et une suite (z,). On a alors, d’apres (26):

V4 € N,IS(xq,biog )| > A S(xq,0) + O(xq log xq log log xq),
ol (z4) est une suite strictement croissante d’entiers naturels. Donc:
|15(@,6hog )| = Q(S(2,0)),

ce qui termine la démonstration du théoreme 3.
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