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1. Introduction

En utilisant des résultats sur la répartition dans les progressions arithmétiques
des entiers ayant de petits facteurs premiers, E. Fouvry et G. Tenenbaum ([3])
ont montré le résultat suivant:

Théoréme A. (Fouvry, Tenenbaum)
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ou P(n) désigne le plus grand facteur premier de n (avec la convention P(1) = 1).
Cela répond a une question posée par Mauclaire, qui avait conjecturé que:
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et 'avait établi pour presque tout 0 (cf [6], page 36).
Nous allons nous intéresser plus généralement au comportement quand y tend
vers 400 de
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lorsque f est une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.



Dans le cas ou # est irrationnel, on obtient le résultat suivant:

Théoreme 1. Soit 0 € R\ Q et f multiplicative a valeurs dans le disque unité.
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Pour 6 rationnel on obtient deux types de résultats selon le comportement
des séries ) %W, ol x désigne un caractere de Dirichlet. C’est Haldsz qui
P
le premier a mis en évidence cette distinction (cf [4] ou [2]).
Théoreme 2. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.
Soit 0 = ¢ avec (a,q) = 1.

On suppose: ¥x mod q, %@X(”) = +00.
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Théoreme 3. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.
Soit § = ¢ avec (a,q) = 1.

On suppose: Iy mod q, Y %@x(z’) < +00.
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Or, pour une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité, une condi-

tion suffisante pour avoir Yy, > %@x(z)) = 400 est (cf par exemple [2]):
p

1
dp #1, Z 5 = o(loglog x).

p<z
f(p)#p

On obtient ainsi comme conséquence des théoremes 1 et 2:

Corollaire 1. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité.
On suppose que Ip #1, > % = o(loglog )

p<z
f(p)#p
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On peut appliquer ceci aux fonctions de Mobius et de Liouville:
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Corollaire 2. Pour tout § € R, on a: ll)nolo loéy nZ::l e(ze)u(n) =0
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et Im ooy ; —A(n) = 0.
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Lorsque f est réelle et vérifie > %@ < 400, on obtient, en appliquant le
p
théoreme 3 avec y =1, m* =1, A=0:

Corollaire 3. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans [—1,1].
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On peut appliquer ce résultat par exemple aux fonctions f(n) = 1, ce qui
(avec le théoreme 1) redonne (2) (K(g) est nul dans ce cas), f(n) = % ou
f(n) = p*(n).

On note id et n les fonctions multiplicatives définies respectivement par id(n) = n

et n(n) = 1 St = 1 (n est 1’élément neutre pour la convolution de Dirichlet).
0 sinon

Corollaire 4. Soit § = ¢, avec (a,q) = 1. Alors on a (y — +00):
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— Pour f = p?, seuls les m tels que 4 est sans facteur carré interviennent

dans K(q).
En effet, si on suppose p?|-L, suivant que p|m ou p { m, la contribution de m
+oo T
dans K (q) contient le facteur f(p'(w)) ou le facteur 3 %, qui sont
T:Up(%)

tous les deux nuls.
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don K(g) = 5 T1(1+ )7 3 i ().
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En fait, en utilisant les propriétés élémentaires des fonctions L, on peut re-

trouver (1) dans le cas rationnel, avec en outre une indication de la vitesse de
convergence:

Théoréme 4. Soit 0 = ¢ avec (a,q) =1 et q>1. Soite >0 et K > 0.

Dans le domaine q%“ logq < Klogy, on a uniformément:

> 6(29) = log (5 —le(e)> * 2((3)) * OK(%)




De méme on obtient pour p un résultat plus précis que celui du corollaire 2:

Théoréme 5. Soit § = ¢ avec (a,q) =1 et ¢ >1. Soite >0 et K > 0.

Dans le domaine q%*g logq < Klogy, on a uniformément:
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Comme me ’a signalé G. Tenenbaum ([8]), la méthode utilisée dans [3] permet
d’obtenir un terme d’erreur en O(] V&) uniformément pour y > exp (g2 +¢),
ce qui est beaucoup plus précis que le résultat obtenu dans le théoreme 4.

2. Le cas ou 0 est irrationnel

On utilise le théoreme suivant (cf [1]), du a H.Daboussi (Montgomery et Vau-
ghan en ont donné ensuite une version effective dans [7]):

Théoréme B. (Daboussi) Soit § € R\ Q. Alors on a, uniformément pour
g multiplicative a valeurs dans le disque unité:

Y gn)e(nd) =o(zx) (zr— +o0)
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On aura besoin également de la majoration classique suivante, dont on peut
trouver la démonstration par exemple dans [9] (théoréme 1, page 396). Elle repose
sur la méthode de Rankin (cf [5], lemme 4.1, page 131).

Lemme 1. ¢(z,y) := Y. 1< xexp ( — ;?fgwy)
n<lw
P(n)<y

DEMONSTRATION DU THEOREME 1 :
— En sommant par parties, on obtient:
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Or, d’apres le lemme 1, on a:
| X f(n)end)] < v(N,y) < Nexp(—5E) = o(N),

n<N 2logy
P(n)<y
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— Posons pour y > 2, f,(n) = {f(n) s1 P(n) <y
o Lo sinon ) o
[y est encore multiplicative a valeurs dans le disque unité.

Soit € > 0. Le lemme 1 fournit une constante A > 0 telle que

Vi 22,y > 2, f(ay) < Avexp(—5E%).

Prenons ¢’ > 0 assez petit pour avoir 2(e'A +&'log &) < e.
D’apres le théoreme B, 3z (e’), Vo > xo, Vy > 2, |2 3 fy(n)e(nd)| < €.
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On prend k£ = 2log 5, ce qui donne:
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3. Le cas ou 6 est rationnel

On suppose dorénavant § = 2 avec (a,q) = 1. La premiére étape consiste a
q
se ramener aux caracteres de Dirichlet:
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Lemme 2. Poury >q, ona Y. <9f(p)
n=1
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(i) si 3p, p|L, pt m tel que Vr >0, f(p”*”P(%)) =0, alors Hy, .(y) =0,

q I +o0
(ii) sinon ¥y > 6, Hpoy) = 50752 £ x(ox(8) Y, =00,
k=1
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et fm est la fonction multiplicative définie par

( Up(%HD‘pH) .
fm(P) = { f?p“p(%—nap) siplL et ptm
f(ph sinon
PREUVE:
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car y > ¢.
Posons m := ﬁ et c:= ﬁ. On obtient:
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gence absolue de la série pour y > 2.

Done 3 “COf0) = 5 (%) Hnly)

P(nnz)gy m|q (ccrr?) 1
+00
fGLR)
avec H,, .(y) = i > k
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— Posons §; := [] p ) et 5y == H p

Onak=cmodm= (km)=1= (k,0;) =1 = (62k,01) =1
= [(GEk) = [(61)f(82F),
+00

dot Hyo(y) = 2f(0) 3 L.
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— Supposons d’abord qu’il existe p|d; tel que Vr > 0, f(p'+%G)) = 0.
Alors VE > 1, f(02k) = 0, car v,(d2k) > v, ().
Donc H,,.(y) = 0.
— Dans le cas contraire, § est bien défini.
Si d 1 k, alors il existe p|d tel que v,(k) < v,(0), Aol v,(d2k) = v,(d2) +
vp(k) < vp(L) + . La minimalité de oy, donne alors f(d2k) = 0.
On peut donc se limiter aux k£ qui sont multiples de §, ce qui donne:




+oo

Huoly) = 2f6) > L98 car pour y > § on a P(6k) < y

Péckz)léy
dk=c mod m
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mf(6) 2 [(oack) @X X x(9x(3k)
P(k)<y
+o00
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Or on a: Vk € N*, k) = f(620) fin(k).

£(8:0
e [ F0:0) = F0:0)f(77) = F(329) fu(p) sipi 6,
et £ (8:0) fn(p7) = %f(pvﬂ%ﬂ“):f(azapr) si pl6,

m 01)f(620 m
DOHCHm,C(y):W% > X() (6) Z LnlEplE)

x mod m P(k)<y

ce qui termine la démonstration, car (d1,020) = 1.

a) On suppose Yy mod g, Y = +o00.

p

1-Ref(p)x(p)
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La démonstration du théoreme 2 utilise le résultat suivant, qui résulte imédiatement
de log(1 + 2) = 2z + O(]z]*) (cf par exemple [2]):

Lemme 3. Soit (uy)n>1 €t (vp)n>1 deux suites de nombres complezes telles que

+o0 +o0
ST ugl? < o0 et Y un — vp| < 400.

n=1 n=1
+00

Alors le produit infini [] (14 u,)e " est absolument convergent.
n=1

DEMONSTRATION DU THEOREME 2 :
— D’apres le lemme 2, il suffit de montrer que:
Vmlg, Ve, 1 < e <m, (e;m) =1, Hem(y) = o(logy)  (y — +00).
On peut se placer dans le cas (ii), lautre cas étant évident. On est donc
ramené a montrer que: Yy mod m, Z fm =o(logy) (y — +0o0).

P(k)<y

Oerm HZ

Pli<y pEyv=
+(X) v l/
S (an;l)/(p ) I z xf Sp (y > b5).
p<d2 v=0 52<p<y v=

Donc il suffit de montrer que [] Z p,, =o(logy) (y — +00).
d2<plyv=



— On peut écrire:

[0 (-5 T3 0000 [ exp(=000) — [T (14 u,)e

62<p<y 92 <p<y v=0 d2<p<y 52<p<y
_ vY__ v—1 -1
avec up — (X+ + Z xf)(p )p(qu)(p ) et Up — %
oo vy_ v—1 +oo
Or |u, — v,| = |VZ::2 N )p(uxf)(p )| < ,;21% _ p(prl)’
donc Y |u, — v,| < 400.
P
+00
. —1 v)__ v—1
Par ailleurs |u,|? < 2|%|2 Y I,Z::Q N )p(}f)(p )2 < :r%(l i (p—11)2)7

ce qui donne Y |u,|? < +oo.
p

Donc d’apres le lemme 3, le produit infini [] (1 + u,)e " est absolument
p>0d2
convergent.

Par conséquent

| 11 Z OO = | TI Utupe™l] TT (=57 IT e

Jo<p<y v=0 d2<p<y d2<p<y 92<0y
<exp(— > %W) logy
d2<p<y
Oor Y %}‘ﬂm tend vers 400 par hypothese.

02<p<y

Donc [] Z pu = o(logy) (y — +00), ce qui termine la démonstration.
O2<plyv=

1-Ref(p)x(p)

» < 4o0.

b) On suppose Iy mod q, >
P

On note x* mod m* 'unique caractere primitif équivalent a .
Lemme 4. Soit m|q, 1 < c¢ < m tels que (¢,m) = 1.

(i) Si m*tm, alors Hp,.(y) = o(logy) (y — +00).
(i1) Si m*|m, alors quand y — 400 on a:

[T (1= ) Hpoly) = 220 (cé)H(l—;l,) S W o)

p<y I;Eg r=vp(,-
\ l
ot 8y := [ p*Gn) et 6y := [] p»!
plik plk
plm ptm

PREUVE:

~ Ou sait (cf [2 Lo [ <00 Sx X
st (el 2) queg P = 400 sinon

Donc le cas m*  m se démontre comme dans le théoreme 2.



— Supposons m*|m et Vp|dy, Ir >0, f(p'HGR)) # 0.
Yy > 6, 11— YHpely) = - L) SO TT 3> Lmloxk)
v 20, ([0 DHnel) = 552 S OO I 5 220

< < k=1
Py x mod m Py o<y
Il suffit de considérer le caracteére x,, mod m qui est équivalent a x* (les

autres donnent une contribution en o(1) comme dans le théoréeme 2).

OnaJ(1-}) 5 el - [} § w60t

Py P(k)<y p<y
1 1y & x*(pr)f (")
=0 -3 [10-3) 3 X060 (2 )

plm ptm N
+<X) T T
:@ T1( _%)Zx(p;{m(p)

o

Etudions d’abord les facteurs pour lesquels p|ds. On a:
Vr >0 X*(pr)fm(pr) _ 1 X*(p’")f(pvp((szts)-l-r)

) P f(pvp(525)) P

c’est-a-dire:

X* (p’")fm(pr) B X (pvp((sz(s))pvp(éﬁ) X*(pvp(626)+r)f(pvp(ézé)-i-r)
pr - f(pvp(625)) pvp(525)+r ’

Vr > 0,

Donc:

i’i X* (pr)fm(pr) B X* (pvp(525))pvp(626) +oo X*(pr)f(pr)
o vp (626) T ’
f(p ) r=uvp(d20) p

On peut remplacer la condition 7 > v,(d,6) par r > v, (L), car on a f(p") =
0

quand v, (L) <7 < wp(L) + = vp(029).

Comme § et J, ont les mémes facteurs premiers, on trouve pour y > ¢(> ds):

LR X ) fn(07) X (620)026 X))
}1“—?Z; T 1(60) E: r%%

Dans les autres facteurs (ceux pour lesquels p{ Z), on a:

ZX ZX )

=)

10



— Finalement on trouve, pour y > ¢:

+00 — +00
m (k)X (k m) x* (20)d20 (") f(p"
H(l_%) D / ()Iz< ():aﬁgn)xf(((zsz()s)z H(l_%) ) x(pp)rf(p)

p<y pik, Py r=vp(5;)
d’ott:

F(L0) T i 5y X (020)00 2 one
[1(1= P Hmely) = SECOC O [T —) 5 e+
< P q f(620) p/ P
p(y) Dy r=vp ()

o(1l
+00
F) . * (T r
= D) [T - 3 e 4o
I;ﬁg 7":U:D(%)

et le résultat est encore vrai lorsque dp, p|L, p { m, tel que Vr > 0,

f(pTJFUp( )) =0.

Pour simplifier ce résultat, on a besoin a nouveau du lemme 3. On obtient
ainsi:

Lemme 5. Soit m|q, 1 < c¢ < m tels que (¢,m) = 1. On suppose m*|m. Alors:

10 = 3 He ) = X (@) B expliA(y)) + o(1) (5 — +00)

P<y p
avec A(y) _ Z Smx*(p)f(p)
p<y P
et By, = XU 00 o Z ,Smx*(p) f ()
1 w fMx* (") i oy *
1;[(1 il 2% )T)exp(—;dmx (p)f(P)),
pim r=vp(L

le produit infini dans By, étant absolument convergent.

PREUVE:
— Il suffit de montrer que le produit infini

T - })( 3 fx*sp’"))exp(_i%mfx*(p))
pim () P P

est bien convergent. En effet on aura alors, pour y > ¢:

H (1 _ ;) Jrzozo Ix*(@")
) P

Py r=vp(55)
= [ ep(S2E0) T (1= (55 A0 exp(—2m0t)
i A
I Texp(- SRR 55 2507 exp(- 2l o)
plm ptm r=uvp(;L
d’olt ];[ (1-— —)Hm,c(y) = x*(¢)Bp exp(iA(y)) + o(1) d’apres le lemme 4.
Py
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+oo * (o7 .
— Si on pose u, = (1 — %) ) O RS v, = 3Smfx*(p), le terme

p
T:Up(%)
général du produit infini s’écrit (1 + u,)e~"». De plus pour p > L, on a:
+oo * (T * (T — —
U, = z X )*}:X @1 ot Uy — vy = %efx Z fx( X*(p 1),

d’ou |Up| < 7 et |UP Up| < %(1 - gwa (p) + p(p2_1)-
Donc ) |up|2 < 4oo et Y Ju, —vy| < 400, ce qui donne le résultat d’apres
p

p
le lemme 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3 D’apres les lemmes 2, 4 et 5, on a:

M-Y 3 pm= ¥ Z e(4) X" () B exp(iA(y)) +o(1) } +o(1).

p — n
p<y Pty melmla S
Or 3 e(@x*(e) = 2_: e(2) Xm () = 7(Xom) Xom (@)
(e,m)=1 (c,m)

= 7(XF) (=) x* (s )X (a).

Done [I(1-2) 5 20 7(n) = x*(a) K ) expliA(y) + o(1),
Py P?nz)lﬁy
e K@) = 5 OO G B

ce qui termine la démonstration en reportant dans K (q) la valeur de B,, et

en utilisant la formule de Mertens: p];[y(l — %) ~ li;y (y — +00).

4. Lecas f=1

a) Transformation de la somme

Posons E(z,y;0) = 3. e(n#). Dans la suite on prendra = ¢, (a,q) = 1.

n<lx

P(n)<y
an g ab g ab
Exyf)= > e(—)=>e(—) >, 1= > e > 1
n<zx q b=1 q n<zx b=1 q kg(bf 3
P(n)<y P(n)<y P((b,a))<y P(k);’y

n=b mod ¢
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Posons m = =L~ et ¢ = (L On obtient alors:

(b,q) b,q)"
2,y 0 Z Z ) D1
c= kf%
(em=t P(k)<y

k=c mod m

puis, en utilisant 'orthogonalité des caracteres:

ryi0) = Z (=) Y ¢ Z x(e)x (k)

mlq (Ccm)l . llsz;':”y Xmodm
1 o ac
Blay0) =Y — > (3 x@e(3) 3 xh)
lq ¢(m) x mod m e=1 m k< me
(em)=t sz)%y
1
E(zy;0) =) e > t®x(a) > x(k) (3)
m mod m k< IE
g * P(k)%y
+00
Posons maintenant S(y,0) > e(z Une sommation par parties donne
P?nz)lﬁy
e(nf) 1 1 N dx
= — e(nf) — — e(nh) +/ — e(nh)
P(n)<y P(n)<y P(n)<y P(n)<y

c’est-a-dire:

Z e(nh) _ Z e(nh) _i_iE(N,y;Q)—éE(y,y;g)—i-/ %E(x,y;@)

n n N
n<N n<y Yy
P(n)<y P(n)<y
+00
Comme |E(x,y;0)| < ¥(1,y) < zexp(— 21‘1)5’”) Pintégrale [ % E(x,y;0) est ab-
y

solument convergente. On en déduit la convergence de la série S(y,0) et I'identité:

e(nfd) 1 T dy
S(y,0) =) ewh) _ ~E(y,y;0) +/ — E(z,y;0) (4)
n Yy x
n<y y
Posons g(n) = {X(%) si mln et PO*) <Y Une nouvelle sommation par
0 sinon
parties donne:
x(k) _q g(n)
zk: E - m Z n
y<qm§]v y<n<N
P()<y

13



p<mN k<MY Yy k< me
<7y < <
P(k)<y P(k)<y P(k)<y

La majoration

(k)‘ < ¢("F,y) permet a nouveau de faire tendre NV vers

2]
=

k<
P(k)<y
400, d’ou:
o0 dy 1 m x(k
JAE-DSRCEED SRCEa) gl )
y peme Y k<m 7 o
P(k)<y P(k)<y

En regroupant (3), (4) et (5), on obtient finalement, en séparant les caracteres
principaux des autres:

e(nf 1
50) = ¥ 2~ LB(0)+ 1) + 1)
n<y
avec
=Y E L e 3 )
| (m) Y ycmu q k> MY k
(k_m)qzl (Plf,(rlzl))i:l
et
=Y ¥ ot X am+ 2y )
m|q (m) x mod m Y k< Y q k> k
X#X0 P()<y P()<y

b) Contribution des caractéres principaux

On peut écrire I(y) = S; + Sy — S5 avec

_ L pm)
Sl_yzcﬁ(m) 2!

mia T i
(k,m)=1
1 mp(m) <= 1
S =-%" =
1 mlq ¢(m) k=1 k
(k,m)=1
P(k)<y
1 Z mp(m) Z 1
Sg — — -
q mlq ¢(m) k<Y k
=7q
(k,m)=1



— On a tout d’abord:

p(m) Ll
Z mZJZ y%¢(m)%u<Z>LdJ

llm

-y Z“ ——Z“ZZM (= = 150)

q q
g lim
ce qui, compte tenu de Y “T = % et de [7% — [%#]| < 1, donne pour
llm
qg>1:
A
Y
U flq) = dm) _ 1
ou f(q) Z|Z o(m) — (1% )(Q)
m|q

— Ensuite, on peut écrire:

X 10 = R IO ) )

. 1y _ 1y _ ¢(m)
On peut supposer y > ¢, ce qui donne [] (1 — 5) =]] (1 - 5) = T et,

p<y plm
plm

pour ¢ > 1:
52:: O

— La derniére somme & estimer est:

1
Sy = —
q

mq k< T 1 mlq
(k, m) 1

1 mu(m 1
grps Jf?(n))%“(” ;

d’ou, en posant k = [s:

avec

15



Des que ¢ > 1, on a:

_ I mp(m) ), ome 1 y p(m) — pll
TI_&%; 5(m) %’; z log7+i<logg>§ 5(m) %

[\ J/

=0

<

Dans la somme, on peut se limiter aux m|g, ou ¢ = [[p (sinon p(m) = 0).
plg
Donc:

1 mu(m m
T1:—Z ¢/Z7(n))l§:M m _Z M Z ZM

q —
m|q

U

llm
ptl

m ! V
Or S = S 40 = 3% 10 45 400 = (1= ) 52 400, soit 32 40 = 2
m

llm llm llm llm
il il il il

donc . | |
miq pim m|q
plm
Zpbgp(zu(m - Zu(m)) - ——Zplogpa )
m|§ plm

Comme 6(%) est non nul si et seulement si ¢ est une puissance de p, on
trouve:

A
S0
#(q)
Reste a estimer T5. On utilise 'estimation ) % = logu + v + (’)(i) ce qui
s<u
donne:
1 m m m [ l
> - —log k= log[ X ] —log "l 47+ O(-) = 7+ O(-)
wermn) ® ql ql ql my my

car d’apres le théoreme des accroissements finis, on a

my | my
|logVZ§’J log g = oL —at- 0L ] avec 0 G]L%J,%[.

16



On obtient ainsi, pour g > 1:

- S oq) <o

m\q lim

Finalement ) )
_ 29 LACY

c) Contribution des caractéres non principaux

On peut écrire J(y) = Ji(y) + Ja(y), avec:

Jd?J)ZiE?@ > ~(0xe) 3 )
Z oy 2 e 3 0
X#x0 P(>k)%y

— Pour tout caractere non principal modulo m, la somme > x(k) est bornée
k<u
par /mlogm, d’apres I'inégalité de Polya-Vinogradov. De plus |7(¥Y)| <

/m. Donc:
) <L — Z\/_\/_logm<< ?(J)logq

m\q

ouo(q)=> m.

mlg

— Pour majorer J,(y), il suffit d’estimer

= (00 - T N0) - (n =TT -4

k> k<md P<y P
P(k)<y N — N ~ -
Ui (y) U2(y)

Une sommation par parties donne immédiatement (x étant non principal):
X (k) q e dw
I PR CEry =D ORC
my
k>t k<=t k<my

ce qui, en utilisant a nouveau 'inégalité de Polya-Vinogradov, donne:

Ui(y) < log m.

q
Vmy

17



Pour étudier Uy(y), on remarque que:

logH( ) —log L(1 Zlo 1——

p<y P>y

——ZX +Z(lo )) @>

P>y P>y b
La deuxieme somme donne une contribution en O(i)
Pour la premiere somme, on va démontrer le résultat suivant:

Lemme 6. Pour x caractére non principal modulo m, on a:

X(p 1 /y/mlogm
Z logy< IL(1,x)] H)'

P>y

DEMONSTRATION : Une sommation par parties donne:

x(p x(p logp du x(p)logp
Z N logyz /y u(log u)? Z

P>y p<y p<u p
Or on a .
Z X ogn Z X Z X
n<y k<y 1<t
KYA(k k+/mlogm
- Z X(k)A (k) (L(LX) i O(Q))
k<y k Yy

= L(1,x <ZX 1ngsz:long: ) )\/_logm)

p<y p<y

ce qui donne, en tenant compte de ¢ (y) < y et de L(1,x) # 0:

ZX logp (ZX logn O(\/ﬁlogm))ﬂLO(l).

p<y

Or, toujours d’apres I'inégalité de Polya-Vinogradov, on a:

n)l
ZX Ogn<<\/ﬁlogm.

n<ly

Le lemme est donc démontré.

18



— En utilisant le lemme, on obtient:

a(0) = 20130 (1 - exp (108 T] (1 - X2) ™ 108 2(1,0)
) = 2010 (1= exp (0 (- (20 + 1)) )

Si on suppose y/mlogm < |L(1,x)|logy, cela donne:

0lt) < (L0l (T 4 1) € o (Vg + L),

logy \|L(1,x logy

Or, l'inégalité de Polya-Vinogradov montre que |L(1,x)] < +/mlogm.

Donc:
Vmlogm

Us(y) < logy

En regroupant tous les résultats de ce paragraphe, on obtient finalement:

1 1 ]
a(q) qu+a2(q) 0ggq  qlogq

J(y) <
(v) y qlogy logy

a condition de supposer que:

Vml|g, Vx mod m, v/mlogm < |L(1,x)|logy (6)

d) Conclusion

o) =3 g o)1 1) + )

&
<
@
@)
~
—~
~
=
S
_I_
S
—~
~

@) ot J(y) = O(L%L9). De plus:

y logy

> 6(29) ~tog (5 _16(9)) == e(ZQ)

n<y n>y
+o0
= IS - [ ES o) = 0(Y)
X
Y n<y Y n<zx

et, de meme:
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On trouve finalement, sous les conditions (6):

1 A(g) qlogq
Sw0) =108 (7)) * 5y + gy

Reste a vérifier que les hypotheses du théoreme 4 impliquent bien les condi-
tions (6).
On suppose q%“ logq < Klogy (avec K > 0ete > 0). Soit ¢ > 1, m|g, x mod m,

X 7 Xo-
D’apres la minoration (non effective) de L(1,x) due & Siegel, on a:

L] = Cem ™ = Ce)g = S VILEL, ) ymlogm,

logy — K logy
Les conditions (6) sont donc vérifiées.
5. Lecas f=u
Si on pose E,(z,y;60) = >, p(n)e(nh), on trouve comme précédemment:
P?ng)iy
I ab
Eu(wy;0) = e(—) Y ulk(ba)
b=1 q k< 5E
= (b,9)
P(k)<y

pour y < g. Comme p ne charge que les nombres sans facteur carré, cela donne:

q

ab
Eu(ry;0) =Y e(—)ullbg) Y. u(k)
b=1 q k< 22
= (b,q)
P(k)<y
kzﬁ mod (1;,17)
(k,(b,q))=1

En posant m = ﬁ et c = (L, on obtient:

b,q)
(z;0) = E >~ (k)
mlq k< TE
(em=t P()<y
k=c mod m
(ko iL)=1

soit, en utilisant I’orthogonalité des caracteres:

G 0) =) 3 ) Y s S e un

m|q e=l1 k< mE x mod m
(em=t P(k)<y
(b, 75)=1
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ce qui s’écrit, en notant x, le caractere principal modulo &:

Eu(x,y;G)ZZﬁu(%) > ) Y X Y oam®

=1
(em)=1 x mod m

On en déduit, comme dans le cas f = 1:

> @u(n)Z/l W%Eu(x,y;ﬁ)

=1 n
P?ﬁﬁy
1 iy qa k
=32 ) X TN bt
m|q x mod m Pévk=)1§y

Le méme calcul, sans la condition P(n) < y, donne:

Ze(ze)ﬂ(n)zlz:%u(%) Z Z XXQM

n=1 q m|q x mod m k=1

avec, pour tout caractere y:

= (= 0 par convention si x est principal)

— Si x n’est pas principal, on a:

—+00 k +00 k
log 7(”2( )—log Z 7(”2( ) = logH <1—%) —logH (1—%)

— k=1 <
k=1 P(k)<y p Py
=Y log (1~ ) -2 e
P>y P>y

d’oti, en utilisant le lemme 6 comme dans le cas de f = 1:

= (k) = xwk)  qlogg
kzl k _; k _O(logy)

a condition de supposer (6).
— Si x modulo m est principal, la formule de Mertens donne immédiatement:

> ST <TI0 ) (- )=o)

P(k)<y = plm P=y

21



Sous les hypotheses du théoreme 5, les conditions (6) sont & nouveau vérifiées et
on déduit de ce qui précede:

+00 +00

e(nh) B e(nh) qlogq
> Ut = X2 Ut + (B
P(n)<y

ou bien, en utilisant une derniere fois I'orthogonalité des caracteres:

— c(nf) 1 ab x(b) glogg
2 () L(1,x) ol logy )
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